
Teoria de los problemas de Valor inicial.
El problema que vamos a tratar es elproblemas de valor inicial.

-flty):asthb.yla)-h.
RmK: Antes de aproxima la solución huy que estudiar dos cosas: que la
solución existe y es úmica

, y quepequeñasperturbaciones en elproblema
(que las de el error de redondo) producen pequeños cambios. en ler

solusion.

Condición de Lipschitzy conjunta Convexos :

Def: Una funcion FIx
,y) satisfure la condición de Lipschitz en la

variabley en un conjunto DIR
*
Si existe 230 fulque

Iflt
,
yi) - flt

,
ya ) |≤ L1ye - Yal.

Siempre que (t,%c), (tiya) ED.
La constante 2 se llame constante de Lipschitz.

Ejemplo : Sen fix,y)= tly D= {(t,1) : 11t/2
,
-31414].

Seem (t. Yc) , (t, ye) E D. Usundo.

11211-1Yall = 191-Yal. (M)

tenemes quee
1flt. y, ) - fit, Y 2 )- 1t1 liyel - はα11

[2/Ys-Yal dudo que te [1,27 y (H).

asi fo Lipschitz en y con 2=2.

obs : Note que 7no es diferenciable respecto ay en y=0 ; la

condición de Lipschitz es más débilque
la derivabilidad.

[Funciones Diferenciables][Funciones de Lipschitz3.



Def: Un conjunto DCIR2 es convexo si FCtz, 21), (te, Ye)ED.

y Fre[0, 1] ((1-x) te + Ate
,
(1-7)2c + 19a) Ex.

+λY2
) α

c2.
x21

⑪nitet? itd G
㉙

∞ No es conexo

Thm 2. (Criterio de Lipschitz) Seuf definida en um conjunto convexo
Dy existe 2 con

2f(t,2) 18 FCt
,
2) ED.

y

Entonces & satisface la condición de Lipschitz en y en D con

constante 2.

Roof
.

SentGijo y Sam (t, 22)
,

(t
,
22) ED. Como Des convexo

todos lospuntos entre (tile) y (tida) estin en to en particular
todos y entre Je y Ya determinan puntos en D. Asi gly)= f1.4).

y es diferenciable en el intervalo (Yc
,
22) (Suponiendo ((Ya).

Por el teorema del Valor melio JSE (22,42) talque:

g(Yc)-glYal
= 9'(3).

Yi - Ya

Note que 93) -27(t,3) luego

1FH.21) -F(t-ea)1 12f(+3) /192-Yal =214e-Yal
잿

RmK: La convexidugarantiza que el segmento Vertical entre (t. 31)
y
(t
.
Da) este en D que es dondeaplicamos teorema del



valer medio. En
general, £ 。1

Existencia
y
Unicidad:

Thm 2: Se D = <(t,4) : alt b ; -XCYLD]y supongames que
7

es continua enD y satisface la condición de Lipschitz eny en &

Entonces el PVI

- fltiy), aathb ; Yla)- 4.

tiene solucion isnica y(t) en alt1b.

Ejemplo: y'= 1 ++Sinity) ; 02+2; 1101 = 0.
SentSijy Flty)= 17 + Sinty) es una

funcion dey .

Para YLYa

f(t. 2) es diferenciabley por T.
V

.M existe 5t (Y, Ya) talque.

F1t, 411- FHt
,

3a)

.
f(t,3)

I1- Ya

= talos (t§)

luego
Iflt,fel- fit,yall - trllositgll ≤ t. ≤ 4.

Iye - yal
lo que implica que

1F(t,911-Flt, 9211! 4121-2al. Fes continue

y Lipschitz con 2= 4 en D= [0,2TXR asique
el PUI tiene

solución cnice.

Problemas bien Planteaclos :
Un método numérico siempreresuelve, en realidad, unproblema perturbado
Necesitamos que las errores no cambien demasiado la solacion.

Def: (Problema bienplanteado) . El problema
=fit,y), actab; L(a) = x



esta bien plantendo si :

i). Tiene una vinice solucion y(t), y

ii). J2030 y K30 talque FEE (0
,
30)
,
siempre que Ot) se

continuay 18Cts/CE en [9,b] y 1813 elproblema

perturbad)d = f(t) +WHt) ; actLb ZI) = ht.

tiene solucion unicu 7Ct) que
satisface (21) -Y(A/ < KE. FEE[9, b7.

⑪i.
R.

Thm3
:

Sif escontinuy Lipschitz eny en D = [4,b]XIR elproblema.

(☆)
峰- fllby) ; to {u

,bl ,Y(a)-

esta bien planteucto.
Idea :

See ect)= 2(+-4(t) Note que : la forma integralde (*)y
(Ax) Son respectivamente :

e(t) = do +(f(5, 215) - F13,4151]d - Su csids.
{e'st) = 7(t, z(ts) - F(t.9H)) - dits

=
E'lt) - J'lt) - 8It)

= {E
'

(t ) - δcti} - yit) :



Ahora
, por Lipschits Noteque

lect) = /Polt (171s, z(s)-f/s, 215))Ids + Sdcss/de.
lazcsr-yesilds.

≤ E
. tLaidst ECb-a)

ecs )

=3 (1 +b-a) + 2)Tecsslde.

& iver ustecks!

{La desigualdad dre Gronwall' implica que :
le (t) / < 3 (1 +b-a) e

L(t- a )

y por tunto,

la condicion (ii) .

Con K= (th-3) e21b-9) se satisface.

Ejemplo :
Sen

y
'
- y - tatz o ≤ t스 & 410) = 2.

ConSolucion exacta : yst)= (+t1)- get.

Comprobando : y's+1 = 2 (+H1) - Get y 1- +
4+1 = t9+2 ++ 1-bet

ー £
2
+ 1

=

z (++1) -get

Estubien pluntenco:f= 1 porque F1t,y) =y-t *+1.
asi f es Lipschitz con 2= 1 en D= 90

,
27xRR
y por tento

esta bien planteada perqueel continuay Lipschitz.

Podemus Verificu dierectamente con &y do

perturbando 7'= z- +2 + 2 + & 2101= + 8o tiene solucion.

ECt)- (tti)at(ot. - 圭 let. δ

lugo 191t2-ZCts/ = 1(8+do)et_ 8/_ 10tdle" + I0
↓ 18le2 + Idole + 101e



= ( Id1 + 1801)e ?.
So 181

,

1001 entonces ∠ 3 E 0 & K=302.

El Método de Euler :

Deducción : Sen N>0 u nimero entero y puntos equiespaciales.

ti-atih
;
i= 0, 2, - .,N h = b-9 (El tamaño de los

N
subinterrcles).

El objetivo es sulcular Wit Y(ti)
Declusion de Taylor : Say = C

*
(4,b] Fi J5: t (ti, tit

a 많 ‰ { tith %
tal que - flt.y)

y(titz) = 2(ti) + (tite-ti)%(t) + (tite-ti)y 3
:
)

α

= YCtif t hflti
.

y(t: ) ) t ~
y

"
(

‰) -

Mitodo de Euler :

Wo = &, With = Withf(ti,Wi) :=0, 2, - -,
N-1.

Algoritmo : (Entradas : a, b,N, a Salida: wwylt) en las NF1 nodes).

1)
.

G =(b-9) ; t= 4, W= 2; mostrar(tiw)
N

23 . para 5 = 1. -, N W = w + hf(t
,
w) += atih mustar (t. W).

…
ㅣ
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」
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Ejemplo: N= 10, 4 = 0 . 2 + = 0 .21 y Wo =& =0 . 5. y - tt

Witz = W; + 0. .2 (W; -t,*+ 1) . y10s = 2
,

EEC0,27
~

F(ti,Wi)

lota deb Ervor :

Lemmal! Fx7, -2 y fmz
T

o
!(1+ x)m= emx.

Proof: Con Taylor n = 2.
. ex= 1+ x+e donde Mestuente oy x.

asi que.
O ? 1 + x 1 e

* luego
(17x)M < (ex)M= emx dudo

que
h(x) = xm

es creciente.
Ψ

Lemmu2 : (Gronwall discreto). So 330
,

to y [4,3 comple que
9
.) , - Hs y 9its [ (175)4, tt Fizo

,
-,-2

entonses
9th = e (i+1)(not 7) - -.



Proof. 9
; +

h [ (1tS)9, +
t.

-

(1+5) [(1+9)9:-2 + +] + t

= (179) [(179) [(1 +5) 9: -a ++3 + + ] + +. .

= (1 +5)
*

[(1 +5) 9-2 ++] + (1ts) + + +.

= (1+s)
*

9i-2 + + (1+s)*+ + (1ts) + +.

= (1+3) 9i-2 + [1 + (1ts) + (1+5)2]+.

:citsziteartfeteteItfersgtt
-…

enite. 1
-
(Iteits, "

ft.

( 8 + 7 )
ー 1

S.

lugo,
dite ! (1+3)

**
ao +(1tS('+-1t = (1ts)"ao+ lets)"-.

δ

=

(1 +s)"*(90 + 7) - 7.

Como Got >, 0 con 4= 5 en el Lemmul tenemes que.

(179)
it1
< e

Slites

i. e
,

Gith & eSlitt)(Gott) -t

Thm4: (Error del método de Euler) Sen Fcontinuay Lipsehitz eny
con& constante en D= [9,67x/R y JM con.

1Y"(t)//M FtE[a
,
b]

donde Y es la Solución de (A) Entonces Fizo. -,N

121t:) -Wil 1 hM(e2(ti-a)_ 1).
Proof. Si i= 0 YHo)= Wo = 2 .

r.

y(tit) = Y(ti) + hf(ti,4(ti) +hy"(5) Wite =Withf(ti
,Wi)

restando y usando 2
,
=1(ti)



Yoti -Wite= Lo- Wi th{flti ,Yi )-flti,wi) }t
?

'
y

"(. )

19
:H- Wixel = 19; -Wil + h /F(ti, 2i) - Flti,Will+ /y"13

:

)

E Iは: -wil tLh l Y0 -Wil th 響
= ( et Lh ) lLi -wil thiu

Ʃ

usundo el luma con 9
,
= 19
, -Wjl S= h2

.,
t= hM y 90 :..

Iit-Witel & elitilhe(othM)-
ee

=>hM (elitich22. 2)
Como(i +1)h = titz - 9.

( etira)fel
∞


