f?eyﬁaé/z@m'o.' S n=1, %o=a ’Xz:éd S= b

7

77%4 (7/1%0) s féCzZJféj 07{ A éé
ffX)/x—f-[ﬁX>f/?xf>] Af/’?{) f€(44).

ﬁegé pé g'pyos'wz . % n= .ZJ XYo=& Xtz ath Xe- 4. + + .
7 7 7
A- b-a b h .

J
T ( %m/mw g Fe ollab])
(4)

/ Froodx= —{ﬁ%)%#/{w%ﬁ&)}— —/ (£, el X, xz)

/Zoaf G A= %;H/u te[-11]
/ / i) hle Lo (Xox) (x-%2),

(XO'xi)[%t‘»’Xz>

_ (xe A th =%2)(Ae b th - Xx)
[Xo—?a)(?(a-%()
1= h T = fé (7(4--754, vy
(Xo-%1) (Xo- %)

Xx-’)(i:é_
=" - thoh(i-1) | #(¢-1)
) , , .2/124 2
3_ 42| 1 { {4, 1F_N
- J[2-L A IR




Q"_’_’ﬁ/—ﬁj

;fof' /3[;() &//oZ/mmb M//w %ﬂ/ﬂ /3[2/) /E/X) pars Ry
/75(’/\//1) /[Xz) (//7////70 coom A //W/g ! G ooy e

jp(;r)/?3[X) = / ({[X)) (x- %) ( A- ’xl) (X - ;ti) 7%4?1 f,?)
24

/2,01'[%’»77?0)24%%0/%/&”4 w%wj) /M’h« f//’zfﬁm [11]

;/A& i l/[zﬂ/M] 2 {[t+0+1]-0 £]1 +o+4]- E
1[1+0 MJ 0. Gn méaymél Lany t /1,// /z‘/! /r”‘p///
/{3/{ r&ykoféym/z Y/ Dl o [/ ¥ = ;n/f/L)

Qm 500 //IZ%M; etee torron épé/w/xzama pé/,wé £3.

72 MM;

// (x) = Zl { (%) %y/[h/fﬁ{;r&)}- /4 [ﬁ?(a)/'éfﬁ[ﬁt’/} f/ﬂ!z)/

ﬁx) /3(9()— JF [f(/x)) (X-Xo) (X-%1)% (A-%2)

/ Pl - A{/M/ £ / a (fmmm 303 (x-7 ).

/z/aﬁ/ (X-) (x-20)%( x- 7(4)40 o zémé [%,%] e jor ok Lo
ngy medhs /m //iéﬂ/wé bon = Az ‘b
j(’x %o ) (X-21)%( X=Az) A = /LS/ /{z/)z LAt~ -4 4%

18

/

gL/ s te Fe (% xz) 14«/?%
//’V JX‘AZ[J/fl//f/j ”)(5) /(%7()[1/?61)4(% Xz)ﬂ//'b

Xo




f ””w

= - ﬁ/"’(f}
/7,,% /Mﬂm /OA///W /@//,éx) existe i

/x) /5(1?‘ )[) ({/X)) (X~ %o Y X~ X7)* (% Xz)
/pZWa 4 7?1” ﬁé;"‘éga

I

% o -

jzj)(): ﬁl’z)/‘ f/ﬁ’t)/’X—X'z) /’//Xt (%-%7) 7"//71) (X-%1) 7Lf [f(?c)) (X- ,ley
2 6 <4

%é}’ﬂd'  __ —— )

&rrarmp/

O
" 0‘\4’}7«@’”1'0 0{’
ﬁx)/x,[;f(xz) X %M}z b Flr) (x-x2)? / @A
n 0 Xz, ¢
t %ﬂ}

A/Lf¢7uz (x-x:)%20 M,émg M/gé fé(Xo,lfz) zé//zue.
X
/4)
/f/[f(x))(x—w)qﬂ/x: /[f) /(X'xﬁ‘/p/x
2y % Y

X

11/ f(g‘(x))(xxf)"/x

Xo

/4/)
L w)t

120
Xz Xo

= (’Xz-xi)y- (%-M}ll: AI{- }ll/ =

Vot 2 (7(-’)(1)”

Yo

(%‘%1)z = (72-')54)2— (7047(4)2: /LZ-/LX:
Xo

(a2 b h)= 24
'Xo

(-2.)% | = b= ()= 245
%o

Xz ///)

w /ﬁx)/x- ,Z/Lf[xz) # ﬁjfgxz) # 6_(5‘) 45

2o



t .
T P - i;, I Frn) -2 flxe) fﬁw} - fzflz‘)

L
_
\/,,,/—\/
/“ﬁéﬂmaé mmwnm econ N2

/X;f/xﬂ 75 /7([/) 4 7‘/} gjp{?f) # ﬁ’f/”(;)
- ?{}:/m/fjj}- [1/”’%;)- 1f[”[)<‘j

Wor&/u/wrma pé MV /ﬂzz&r)ﬂéa/:)/wa/m}%zﬂ/m ng’”/e/{ zé/f:j
- L F D - F o {12 250

w/ X}/X 4 [f/l// ff A ]F/I/)
Xo
flé{ fcx)

ﬁg()c)'

——————— ->'x

dﬁ_v;L [T/emajg/m/gonm[oz]) 571 4,2 /Waﬂ//%e&/ayyé z

7= Flo) # fl2) S fz[//” F4 ) *ﬁ‘)}'

ggw;f[;r) X‘/ J=0#r76=7¢ | gzgfo,qu//]-—%a:é.[?. ghM%f
{/ Vﬂ/é/ MMA fxy/% X_S »Z,: 32 £. Yoo . %74 %[7()= Z’e_

5
/ _
%»ym 4 wmﬁ% Z[ofyfy/-gz




f(x) x? ¥ 1/(x+1) V1i+2a22 sinx e

Exacto 2.667 6.400 1.099 2958 1416 6.389
Trapecio 4.000 16.000 1.333 3236  0.909 8.389
Simpson 2.667 6.667 1.111 2964 1425 6.421
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n Foérmula cerrada Error

1 Trapecio: 2[fo + fi —?—;f”(g)
2 Simpson: 4[f +4f; + fo] —% (@)
3 Simpson §: ¥[fo +3f1 +3f2 + f3] — D (g)
4 Boole: 2L[7fo+32fy + 122 + 325+ 7fs] —ZLf6)()

/47‘%1447 ( %in wier £ M/m%) 4=

b-4

Nn1Z

J/

Xnrr = é ; /zaéé

JL/-zzQ/

y&:x’f"/{) (=0 —_ n. (%n M//é W}f‘{l_f %ﬂé&é W;n

bs cntons ).

Ejemplo 4.7 (Comparacion en fonM sinxdx =1 — § = 0.29289322)

n Férmula abierta Error

0 Punto medio: 2kfy +§ (&)
1 3[fy+ f] +2£(¢)
2 §2fo- fi+2f)] +E ()
3 M1fo+ fi+ fo+11f] +2 B (g)

Jo

Solution For the closed formulas we have

n  Cerrada Error Abierta Error neil ; @ [sin0-+sin % ] ~ 027768018
0 — — 0.30055886 7.67 x 1073 =2 @[smﬂsm%ﬂm 7] ~ 020203264
1 027768018 1.52 x 1072 0.29798754 5.09 x 1073 =32 2D G004 36 T 4 3sin T +sin | ~ 029291070
2 0.29293264 3.94 x 1075 0.29285866 3.46 x 10> 216 T . P
_5 _5 =4: T[7sm0+32mnﬁ+1251n§+3251nﬁ+7smi]%0.29289318
3 0.29291070 1.75 x 10 0.29286923 2.40 x 10
4 029289318 363 % 10_8 . . and for the open formulas we have

=0: 2(1/8) [sin %] ~ 030055887
3@/, w
2 [S
4 /16) |:Zsin]r sinﬂ
3

5(/20) [
24

+sin %] ~ 029798754

sin 3 A 0.29285866
16

T n2T 4 ilsin %] ~ 0.29286923

LT "
11sin — + 20

2 sin 0 =+ sin

Table 4.8 summarizes these results and shows the approximation errors.
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Trapecio compuesta (1 = =4, xj = a+ jh):

n

b f S b—a 2 o1
[ rax =gl +2 L 1)+ 0] P

Punto medio compuesta (n par, h = =4 xj=a+ (j+1)h,j=—1,..., n+1):
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Lema 4.2 (Interpolante de Hermite para Simpson). Sean xo < x1 < x2y f € G [x0, x2]. Entonces:
(a) existe un tinico polinomio p3 de grado < 3 tal que
p3(x0) = f(x0),  ps(x1) = f(x1),  ps(x2) =f(x2),  p3(x1) = f'(x1);
(b) para cada x € [x, x7| existe {(x) € (xo,x2) tal que

(4)
£ s = TN ), w(x) = (- x0) (-1 - 7).

Demostracion. (a) Existencia (construccién explicita). Sea P> el polinomio de grado < 2 que
interpola a f en x, x1, X2 (existe por Lagrange), y sea g(x) = (x — xp)(x — x1)(x — x2). Buscamos
p3 de la forma

p3(x) = Pa(x) +cq(x), ceR.

e Como q(x;) =0 parai=0,1,2, se tiene p3(x;) = P2(x;) = f(x;) para cualquier c. Las tres
condiciones de valor ya se cumplen.

* Falta la condicién de la derivada. Por la regla del producto, al derivar g y evaluar en x;
solo sobrevive el sumando donde se deriva el factor (x — x7):

q'(x1) = (x1 —x0)(x1 — x2) #0,

porque los nodos son distintos (con nodos equiespaciados, ¢'(x;) = —h?). Entonces
ps(x1) = Py(x1) +cq'(x1) = f'(x1) tiene la solucién tnica

_ f'(x1) — P}(x1)
(%1 —x0)(x1 — x2)°

Asi, p3 existe y tiene grado < 3.

(a) Unicidad. Si p y p cumplen las cuatro condiciones, r := p — p tiene grado < 3 y cumple
r(xg) =r(x1) =r(x2) =0y r'(x1) =0.Comor(x;) = r'(x1) = 0, x1 es raiz doble de r. Contando
multiplicidades, r tendria 1 + 2 + 1 = 4 raices, mas que su grado. Luego r = 0.

(b) Férmula del error. Si x es uno de los nodos, ambos lados valen 0 y cualquier ¢ sirve. Fijemos
entonces x € [xg, xz| distinto de los nodos, de modo que w(x) # 0, y definamos la funcién
auxiliar

g(t) = f(t) — pa(t) — [f(x) — pa(x)]

t € [xo,x2).



Es la misma idea que en la demostracion del error de Lagrange. Observamos:

(i) g € C*[xo,x2], porque f € C*y p3, w son polinomios.

(ii) Ceros de g. g(x;) = 0 parai = 0,1,2, porque f(x;) = p3(x;) y w(x;) = 0. Ademas
g(x) = [f(x) — p3(x)] — [f(x) — pa(x)] -1 = 0. Asi, g tiene cuatro ceros distintos:
X0, X1, X2, X.

(iii) Un cero extra de g'. Como x; es raiz doble de w, w'(x1) = 0. Junto con pj(x1) = f'(x1):

w'(x1) _
w(x)

g (x1) = f'(x1) — p3(x1) — [f(x) — pa(x)]

Rolle repetido. Ordenemos los cuatro ceros de g: z1 < z» < z3 < z4. Por el teorema de Rolle,
¢’ se anula en un punto de cada intervalo abierto (z1,22), (z2,23), (23,24): tres ceros distintos.
Ninguno de ellos es x1, porque x; es uno de los z; y los ceros de Rolle estén en el interior de los

intervalos. Con el cero extra ¢’'(x1) = 0, la funcién ¢’ tiene cuatro ceros distintos. Aplicando
Rolle otra vez:

n

g4 ceros => g":3ceros = g¢":2ceros = gW:1cero & = &(x) € (%, x2).

Cdlculo de g*). Como p; tiene grado < 3, p§4) = 0. Como w es ménico de grado 4, w(t) =
t* + (grado < 3) y w®) = 4! = 24. Por lo tanto

24
w(x)’

0=g"WE) =fD@E —-0- [f(x) = pa(x)]

y despejando, f(x) — p3(x) = % w(x).



