
4. 6 Cuadratua Adaptativa.
Estimación del error: Su S14

,
b) la ylu de Simpson en [u,b] con

h - b-a

& 」

814
,
b)=fsus + 4Fluth) +flb)

Sa
'

fixidx - Scs
,
b) -f( "

(3).

n =4. con1 ,

es ceir,Apliquemus Simpson compuestu parkhke wehle_ ~
∅ b H PSimpson en cuda mitual.

a ath. 음
ー

h h

S,dx = 3(4, ") + 9(9th, b) - 1. hs f',5).

obsi Recordemos : FEC"[a
,
b)

, nespar, hb y Xj = atjh Existe

rez (u,b) ful que
:

Y

S2dx= [fiustaste) + 4 [Fixeji) +fipy -bah
j= 1

con
paso ha .

el error es

o 参)f 性ん :表者 5 f4)
180 16 .

S(a
,

블] g(a블,
b)

⑱ ㉚
a atb

凶
_ _

h h

ー
상

Emposicion clave : 7"CS) =f5). Entonces definances

8
a
: - 8% 装) + 8(“笑、

b) :



Note que
Scu

,
b) -

h5F Se -1 hf) entonces
90

h5 16 (319,b) - Sa)
90

Sustituyendo en el error de Sa :

1/
%

%

dx- 8 a%表装 18 c9,b) -8a 1 = 考 18cb)- 821 .

Es decir
,

la diferencia entre las das aproximaciones, que sipodemos calcular,
estima el error. Se aproxima la integral unas 15 veces mejor de

lo
que 814

,
b) aproxima a Sa.

T/y

Ejemplo: (Verificar S. Sonxdx = 1) Con h= 14

8(=路 { sinlo)+ 4 sin(歩)+ 8 'n (望) } 一袋{ 0 +2 z +}

二砦②
区 +1) = 1. 002279

Con h = M.

8α=飛 {8in (o) 548in(路 )+ 28in
+

4 sn(際)+ s 8n} = L
. 000 t34585

.

c<Sin(7)
+ 4Son(3) + Sin (*)].
_

µ

ㅇ
γ 있용 冪 품 Ʃ

ー

n1 o)+ usin(*) tsin (;)}
Lu estimuion es /1 .002279878-1.000134585/ = 0. 000143020y el

error real de Sa es 0. 000134585. (Lu estimuion es

muy
buenn).

Procedimiento : Dada una tolerancia st [4, b].



1). Calcular 8(9
,
b) y Se.

a). Si 1914b)-Sal < 159
,
aceptor Sa .

Sise usu 102 en lugar de

15E la suposicion 7'"(3) =f(5) prede fuller.

3)
.

Si no
, aplica elprocedimiento por separado a 24, 4] y

[ub , b)., cada uno con tolerancia %y sumar

z

Ejemplo: (0 sintdx =
- 1. 4260248 Note que esta función cerca

del 1 oscila mucho
y a medida que "s la funcion es mas suave.

con lo anteriory = 10 podmos obtener :
- 1. 4260 1418, error = 1.0x10

8

4.7. Cundrature Gaussiana : Subemos que :

Thm : (Newton-Cotes Cerradas) Sendifixi) la formula cerrada
para

los nt1 nodos. Existe &E (4,b) talque :

1) . Si nespary SE C
"+2

:

Sdx=8sxi) + htft)test-2)-- - (t-nidt.

(n+2)!

2). Si n es impar y FE C"
+1
:

Sdx=a:F(xi) + hntefint st-1)---(t-n)dt.
Así, elgrado deprecisión es ne si n espary Si n es impar.

En la cuadratura
gaussiana
[

,

Sixs dxm CifIx
:
)

huyan paramedes (C2, -

,
Cn
, X1, -, Nn)

,

asi podemas aspirar a integram
las polinómios de grado 24-1. (que es un espacio de dim an).



Ejemplo : (n = 2) .

Pidumes (1, x
,xx3) base de BJR).

(c + (2 =]
,

2dx = 2., GXi + Caxe =]'xdx = 0
6

G, xi + Caxa =[adx = 3
,

C, x3+ (exa=],3dx = 0.

{
C, fC2 = 2 "

C
, X1 + CaX2 = 0 (2)

6, x
,
2 tCaxaR = 誉 ( 3)

CnXB + (2 x3 = 0 (4).

(4) -
x22( 2 ) :G .x ' tCaX23 -

^ (Cixs +Caxa ) - 0

C, x, ( x,
2
- x22) = 0 .

Si C270y X270 : la formula tendria un solo nodo
. (x2 +X2) = o

o(X2-X2) = 0=> X2 = Xc o Xx = - xa.
y no integramce 1

,
x
,

x
&

a la vez ; Si X2 = 0 entonces C2X2 = 0 de la enuncion (2).

y entonces : en (3) 0 = & . Luego, N2Xc .

y
como las noches son

distintos X2 = - Xe.

luego en (2) xs (C2-(2) = 0 asi Ce = Ca en (2) CL = 1 = Cc.

lugo en (3) 2X: = & por tanto x5= entonces Xx = =
β

es decir
,

Xc= ,
X2 =

E
. Por tanto;

Sixidx = 5)-) +f))
, grado depresicion es 3..

i. e,
,
duda FIx)

fixr - flxo) t flxo2 (x-yo )tf"xo)( x-x
0

) ?+
告f)

α

_

Span [s, x,xa))

iSolo con das evaluaciones se logra elmismogrado depresición que Simpson !



Para ngrade elsistema no es linealy dificil. La soluciongeneral
usu lespolinomios de Leyendre [Pu], que son ortogonades en [-2, 17.

doncle
Po - I

,

REx
,

R = x
2

- 号 ,
层- x

3
- 号 x

,

层-
x4多 x^+ ,

y cumples :

a). Pu es mónico degrado n.

b)
. J

,

Pixi PnIx)dx =0 Fpsx) tif degreep(x) < n.

aqui (Pn(x) = spanEPo, Pa, -

,
Pn3 ; <pcx), q(xL) : =S

,

pixiqixsdx).
Lemmu : Las n vaices de Pason reales

,

distintasy estan en 51
,

1).

Thm : (D). (Cuadratura de Gauss-Leyendre) Sea X2
,

-

,
An raises de

Prlx) y
co 品“ 発_ydx .

jo

Si P es unalquier polinomio degrado (2n entonces
n

S
,

Pix> dx = [,CiP(Xi).
C= ,

ProofLemmu: See z, 672L--LZk lespuntos en (-2, 1) doncle Pr

cambia de signo Craices de multiplicida impur). Supongamos que kn

entonces q(x)=M (x-j) tienegrado R2n y lugo Pulx)9(X)
LjK

no cambin de signo en [-2, 17 (los cambios de signo se cancele das a dos).

·is.....
Ex

1.

qx) cambia de signo en 7;j=? -

,
K. PhixqIX)70 o

Pn(x(9(x) Lo



asi J
,

PuixiquxsdxF0 absundo delo que S
,

Unixiquxidx= 0 Fquxs
talque degree (91x) < N. Por tanto K= n

.
asi tenemos n vaices distintus

en (-1, 1).
Proofthm : Caso 2 : Suponyames degree (P) n. Elpalinomio interpolante
de P en las y nodos es elpropio P.

Entonces

Psx1
=.[PIx:

)2
;
Ix)

a integrando S
,

Pixidx
=[PCxi)J2xidx= GPSxi) .

"

_
C

;

Casoa : Si n > degree(P) <24-1 .
Entonces por

el algoritmo de la division
en P(x) = QIx)Pn(x) + RIX) doncle degree (Q) < n y degree (R) <n.

CEl cociente tienegrado degree(P) - n = n-1) Entonces :

i)
.(QPudx = 0 por

la propiedad (b) . dedo que degree (Q)<m.

ii) . P(xi) = Quxi)Pulxi) + RIX:) . porque tijs son node de Pr.
~

ㅇ

luego, por caso 1.

J
,

Pdx = (QPudx + (_,

Rdx = [iciRIx:
)

¿

_ =[G: P(xi)
ㆁ

¿ θ

Sen 7 una funcion de clase a "([a
.
b]) entonces por

e thm de

Taylor : FIx)=7"(x0)(XOL+t)!7.8=o j!

Noten quen
,

Fxo((x-Xo)' = Span {Pc),
o

Asi



SFx =(7) (x-xe

=

c- pexos doncle

Poxr - liPotlaet - - tlnR YPBE{
R
-

Intervalo arbitrario : El cambio lineal.

+= 2x-a-b( x= 2 [(b-a) ++b+a] ; dx-badt.
b - a

Mevc [a,b7 a [-2, 1]. _

JSxidx =(((b-a)
++ (b+a)) bad.n

Ejemplo : J,exloxdx con n =3. El valor exacto integrado por
partes dos veces es [ex(Sinx +lx)] 1

. 9334214962.

-
0. 7745967Con n = 3 :

7(-0 .6) = e Cas (-0. 7745967) = 0. 3293993.

flo) = I
.

0. 7745967

f( 0 - 6) - e Cos (0 . 7745967) = 1. 5507036.

Ps(x) = x3-3x = x (x-3)(x+?) los nodes para n= 3 Son

2 = - 0 . 6
,

X2 =0
,

x3 = 0. . 6

sc = Si) cxxxi (dxxJ,,xIx-E dx: (X1-x
;
)

jF 1

- 록 5 -
종

- 목 )
I

二 笥1
.

兆 - x 予 )dx

= 5% xdx§( x . i) ←←;



iC2
,

C3 para
ustedes !

J_,exluxdx 2 [ (0.3293993 + 1
. 5507036) + * (1) = 1. 9333905.

El error es 3 . 2
.

x10 (Con n = 2 se obtiene 1
. 9629728)

Ejemplo:()sinex) dx = 317. 3442467)
.
aqua = 1

,

b= 3.

usi que*=& [(b-a) ++b +a]= [[2 ++43 = ++2.
.
dxxdt.

JSixidx=sttaidt Con n = las noches son :

2 1 z = 1
. 4226497]

2. 5773503.

JSoxidx 2 F(2. 4226497) + f(2 .5773503) = 306 . 8199345.

CululerSe..

4.

8. Integrales Multiples .
Para ()FixyIdA con R= [9,

b7 x [c,d),

escribimos la integral como iteradoy aplicanos una eyla unidimen-

sional en cuca variable. Con Simpson compuest, n

par enx.

paso
h = ba y m par en y paso K

=
d-c

m

1Fixydydx2((FIx, 20) + a[f(x
,2
,
) + 4d fix

,2
,
) +fix

,
Ymd

jpar jimpar
_

gixs =]
.

Fex
,yidy.



Aplicando Simpson a 9. . Si Wit {1,
4
,

2, -

-.,
4

, 1. Son
los
pesos

de

Simpson, entonces.

S(7dAhi g,ww;fixi , 4j))
Eron= - (

cd -o)kb- a ){ hy
2"finii ) t

K

"4

f(nin)} .

180 ax4

Ejemplo:()) "uxtay)dydx = 0 . 4295545975) Sen n = 4
,

h=0 . 12

m=2 K= 0.25.

gixi) -

{fixi,2 )
tuf(xi,

1.
35)t flxi, [. 5)}

f(xi, 1) f(x;, 1
.25) FJX;, 1.5)

El error real es 2. 09x10-6 .

loth del error: 2 "

F
=

-
6

Ixtayl4
y
2"F

=
-96

2 x4 244 (xtey) 4

127) y/f) es máximo cuando xtey es minimse

es deir
,

en 3. 4. luego mux fx" = (3)p 20 .0449.

mux fyl =9 450 . 7283..

luego /Error) = (0 . 5)(0 .6) ((0 . 195)"(0 . 0449) + (0 .25)"(0 .7183)
I80

≈ 4. 7 x 10 .
6

.



Gauss en des Variables : Se have lo mismo de las noclos
.

Sen X= 0 . 34 +1.
7.

Y = 0 .250 t L.
25.

((2,
2)

=
0 . 075 . Y him= 3..

(x.y )

):nixtay)dydx ? 0.075,i(jIn (x(i) tay (0,)
=

0 .4295545312
;

Con enor 3. 6x 10-9


