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INDICACIONES. Tiempo méximo: 120 minutos. Los cinco problemas valen lo mismo (5
puntos en total); el bonus es opcional y vale 1.0 punto adicional, sin superar 5.0. Resuelva
mostrando todos los detalles que lo llevan a la solucién; no se responden preguntas.

PROBLEMA | 1 2 3 4 5 | Bonus | Total
MAXIMO 10/10|1.0|1.0|1.0| +1.0 5

OBTENIDO

Problema 1 1.0 PUNTO
Determine un intervalo [a, b] en el cual la iteracién de punto fijo es convergente para

2 — ¥ 4 x?
x = g(x) = —

Ademds, estime el nimero de iteraciones necesario para obtener una precision de al menos 10~°.

SOLUCION. Tomamos [a, b] = [0, 1] y verificamos las dos hipétesis del teorema de punto fijo.

(i) g aplica [0, 1] en si mismo. Derivando,

La funcién ¢(x) = e* — 2x cumple ¢'(x) = e* —2 =0sbloenx = In2,yalli ¢(In2) =2 —-2In2 ~
0,6137 > 0; como ése es su minimo global, e* > 2x para todo x. Por tanto ¢’(x) < Oentodo Ry g
es estrictamente decreciente. En consecuencia,

g([0,1]) = [g(1), g(0)] = [3% %} ~ [0,0939, 0,3333] C [0, 1].

(ii) Cota de la derivada. Para x € [0,1],

) €2 g(x)
g0 = 5= = 00

Como ¢ decrece en [0,In2] y crece en [In2, 1], su maximo sobre [0, 1] estd en un extremo: ¢(0) =1
y ¢(1) = e — 2~ 0,7183. Luego

1
1g'(x)] < gz:k <1 paratodox € [0,1].
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Por el teorema de punto fijo, g tiene un #inico punto fijo p en [0,1] y la iteraciéon p, = g(pn-1)
converge a p para cualquier pg € [0,1]. Numéricamente p ~ 0,25753.

Niimero de iteraciones. El corolario del teorema da
n n
lpn —p| < K'max{po—a, b—po} < <%> (b—a) = (%) .

Exigir ()" < 107° equivale a 110
n
In3

es decir iteraciones; en efecto (1/3)!! ~ 5,6 x 10~° mientras que (1/3)'° ~ 1,7 x 10~°.

n > ~ 10,48,

kl’l
Con la cota més fina |p, — p| < T
%(%)n < 1072, o sea n = 10. El error real en la iteracién 10 es ~ 4 x 10~7: las cotas son
conservadoras.

lp1 — pol y po = 0 (de modo que |p1 — po| = %) queda

Problema 2 1.0 PUNTO
Probar que

Y q(xe) Lug(x) =q(x) Vg ell,

y ademads que

n
) xf L,x(x) = x*  para todo entero no negativo ¢ < n,
k=0

donde L, x se define como de costumbre a partir de los nodos distintos xo, . .., x;.

SOLUCION. Recordemos que

X=X 1, i=k,
Lyk(x) = I de donde L, e(x;) =y =
n,k() gxk_xj n,k( 1) ik {0, l;ﬁk,
j#k

y que deg L, ; = n.
Sea g € I1, y pongamos P(x) = Y q(x) Ly (x).
k=0

Paso 1: P interpola a g en los nodos. Para cadai € {0,...,n},

n n

P(xi) = ) q(x)Lyx(xi) = Y q(xi)0u = g(xi).

k=0 k=0

Paso 2: la diferencia es el polinomio nulo. Sear = g — P. Como degq < ny deg P < n, se tiene
degr < n. Por el Paso 1, r se anula en los n + 1 nodos distintos xo, . .., x,. Un polinomio no nulo
de grado < n tiene a lo sumo 7 raices; como r tiene n 4 1, forzosamente r = 0, es decir

n

Z q(xk)Lyx(x) = q(x) para todo x.
k=0

(Equivalentemente: es la unicidad del polinomio de interpolacién aplicada al caso en que la
funcién interpolada ya es un polinomio de grado < 1, cuyo interpolante es ella misma.)
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Segunda parte. Si 0 < ¢ < 1, entonces g(x) = x*

Aplicando lo anterior con q(x;) = xf,

es un polinomio de grado ¢ < n, luego g € I1,.

n
Z xﬁ Lyi(x) = xt.
k=0

En particular, con ¢/ = 0 se obtiene la particion de la unidad Y} _ L, (x) = 1, ycon ¥t = 1,
Z%:O kan,k<x) = X.

Problema 3 1.0 PUNTO

Suponga que g es continuamente diferenciable en algtn intervalo (c,d) que contiene al punto fijo
p de g. Muestre que si |¢'(p)| < 1, entonces existe un § > 0 tal que si |po — p| < J, entonces la
iteracion de punto fijo converge.

SOLUCION. Paso 1: elegir k y 6. Como |g'(p)| < 1, escojamos k con

La derivada g’ es continua en (¢, d), luego |g’| también. Aplicando la definicion de continuidad
enpcone=k—|g'(p)| >0, existe 5 > 0 tal que

[p—206, p+9] C (c,d) y |¢'(x)] <k paratodox € Is:=[p—46, p+J]

Paso 2: g aplica I; en si mismo. Sea x € I;. Como g(p) = p, el teorema del valor medio da un ¢
entre x y p —luego § € I;— con

g(x) —pl = [g(x) —g(p)| = 18" (D) [x —p] < klx—p] < ké <9,

es decir g(x) € L.

Paso 3: convergencia. g es continua en I, g(I5) C Is y |¢'| < k < 1 alli: son las hipétesis del
teorema de punto fijo. Por tanto, para cualquier po con |pg — p| < 9, la sucesion p, = g(pn—1)
estd bien definida, permanece en I; y converge al tinico punto fijo de g en I, que es p. Iterando la
desigualdad del Paso 2,

[pn = pl <klpna—pl < <K'po—p| <K'6 ——0.

Problema 4 1.0 PUNTO

Sea A una constante positiva dada y g(x) = 2x — Ax2. Muestre que si la iteracion de punto fijo
converge a un limite no nulo, entonces el limite es p = 1/ A; por lo que el inverso de un ntimero
se puede encontrar utilizando tinicamente multiplicaciones y restas.

SOLUCION. Sea p, 11 = §(pn) = 2pn — Ap? y supongamos que p, — p con p # 0.

Paso 1: el limite es un punto fijo. ¢ es un polinomio, luego continua; tomando limite en la
recurrencia,

p = lim p,1 = lim g(p,) = g( lim p, ) = g(p).

n—oo n—o0 n—oo

Paso 2: resolver p = ¢(p). La ecuacién p = 2p — Ap? equivale a
1
ApP—p=0 <<= p(Ap—-1)=0 < p=0o0 =7
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Como por hipétesis p # 0, necesariamente| p =1/A |

Interpretacion. La iteracion p,11 = pu(2 — Apn) sélo usa dos multiplicaciones y una resta y
converge a 1/ A: permite calcular un reciproco sin dividir. (Es la iteracién de Newton aplicada a

flx) =3 —A)
Cuando converge. Cone, =1 — Ap, se obtiene

en1=1—A2p, — Ap%) =(1—Ap,)*=¢2,
luego e, = el
0<po<2/A.

. Asi, p, — 1/A —y cuadraticamente— si y solo si |1 — Apy| < 1, esto es,

Problema 5 1.0 PUNTO

Probar que:

(i) (0.5 Sig € Cla,b]y g(x) € [a,b] para todo x € [a, b], entonces g tiene al menos un punto fijo
en [a,b].

(i) (0.5) Si, ademas, g’ existe en (a,b) y hay una constante positiva k < 1 con |g’(x)| < k para
todo x € (a,b), entonces existe exactamente un punto fijo en [a, b].

SOLUCION. (i) Existencia. Si g(a) = a 0 g(b) = b, ya hay un punto fijo y no hay nada que probar.
Supongamos entonces g(a) # ay g(b) # b. Como g(x) € [a,b] para todo x € [a, b], en particular
g(a) >ayg(b) <b,de modo que con la suposicién anterior

gla)y>a 'y g(b)<b.
Sea h(x) = g(x) — x, continua en [a, b] por ser diferencia de funciones continuas. Entonces
h(a) = g(a) —a >0, h(b) =g(b) —b <0,

y el teorema del valor intermedio da un p € (a,b) con h(p) = 0, es decir g(p) = p.

(ii) Unicidad. Supongamos, por reduccién al absurdo, que hay dos puntos fijos distintos p # g
en [a,b]. Como g es continua en el intervalo cerrado de extremos p y g y derivable en su interior
—contenido en (a,b)—, el teorema del valor medio da un ¢ estrictamente entre p y g con

8(p) —g(q) =&'©) (p—9).
Usando g(p) = p, g(q) = q y tomando valor absoluto,

lp—ql=1g(p) =g =18"@IIlp—ql < klp—ql < |p—a4l,

donde la ultima desigualdad es estricta porque k < 1y |p —¢| > 0. Esto es una contradiccién,
luego el punto fijo es tnico; junto con (i), existe exactamente uno en [a, b]. B
Problema bonus +1.0 PUNTO

Presentar un ejemplo de funcién con tnico punto fijo en un intervalo [a,b], pero tal que la
existencia y la unicidad no se puedan deducir a partir del teorema de punto fijo.

SOLUCION. Tomemos
g(x)=e"—1 en [a,b] = [-1,1].

Tiene exactamente un punto fijo. Sea ¢(x) = ¢g(x) — x = ¢* — 1 — x. Entonces ¢'(x) = ¢* — 1,
que se anula s6lo en x = 0, es negativa para x < 0 y positiva para x > 0; luego ¢ alcanza en
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x = 0 su minimo global, con ¢(0) = 0. Por tanto ¢(x) > 0 para todo x # 0, y la tnica solucién
de g(x) = x en todo R —en particular en [—1,1]—es

p=0.
Pero el teorema no es aplicable. Fallan las dos hipotesis:

(a) gnoaplica [—1,1] en si mismo: g(1) =e—1~1,7183 > 1.

(b) Laderivada no estd acotada por una constante k < 1: g’(x) = e*, de modo que max|_1 ) |¢'| =
e ~ 2,7183; e incluso en el propio punto fijo |g'(0)| = 1, asi que ningun subintervalo de
[—1,1] que contenga a p arregla el problema.

La existencia y la unicidad son ciertas, pero el teorema no las detecta: sus hipétesis son suficientes,
no necesarias.

Variante clasica (sélo falla la unicidad). Si se quiere un ejemplo en el que la existencia si se
deduzca del teorema pero la unicidad no, sirve

g(x)=3" en|0,1].
Aqui g es continua y decreciente con g([0,1]) = [,1] C [0,1], asi que (i) da la existencia; en
cambio |¢'(x)| = (In3)3 ¥y |¢'(0)| = In3 ~ 1,0986 > 1, de modo que (ii) no se puede aplicar. El
punto fijo es tnico de todos modos, porque g es estrictamente decreciente y entonces g(x) — x lo
es también, luego se anula a lo sumo una vez.
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