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GEOMETRIA BAsica -

La recta real y el plano cartesiano: orientacién,
medida, coordenadas, diagonal, contradiagonal y
rotacién de 90°.

Segmentos: parametrizacién, punto medio,
traslado paralelo y criterio de paralelismo.

Rectas paramétricas: distancia, interseccién,
paralela y perpendicular por un punto, mediatriz,
perpendicularidad y dngulo.

Ecuaciones de la recta: pendiente, forma simétrica,
ecuacion general, criterios, distancias y area del
tridngulo.

El espacio: coordenadas, distancia, rectas y sus
posiciones relativas.

Planos en el espacio.

DE MATEMATICAS - UNIVERSIDAD DE ANTIOQUIA

La idea del capitulo. Traducir la
geometria a niimeros: cada punto
serd un par (o una terna) de
numeros, cada recta una ecuacion,
y los teoremas de la geometria
sintética (Pitdgoras, Thales,
paralelogramos, congruencia) se
convierten en calculos.

Notacién. Para A = (ay,a7) y

B = (by,by) escribimos B— A =
(by —ay, by —ay) y A+ tH(B—A)
para el punto (a1 +t(by — a1), a +
t(by — az)).



LLA RECTA Y EL PLANO
CARTESIANO

Orientacion de la recta, patron de medida, sistema de
coordenadas, diagonal, contradiagonal y rotacion de 90°.



RECTA ORIENTADA Y PATRON DE MEDIDA 3.1 - 32

Definicién. Una recta orientada es una recta

. . A O u B +
en la que se elige un punto O (origen) y uno o °
de sus dos sentidos como positivo. Fijando -3 -2 -1 o0 1 2 3 4
ademds un segmento unidad OU, a cada BA_ s

punto P le corresponde un tinico nimero real
xp, su abscisa, y reciprocamente (postulado

de la regla). Teorema 1 (Chasles y punto medio)

® xp > 0si P estd en la semirrecta positiva, Lees) trgs pur(;tos cutslissgien cle vin
xp < 0 si esta en la negativa. iz (el
B Distancia: d(A, B) = |b — 4. AB+ BC = AC,

® Medida algebraica (segmento dirigido):
AB = b — a; su signo indica el sentido de A
hacia B. m=

y el punto medio de AB tiene abscisa
a+b

>
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(CHASLES Y PUNTO MEDIO: DEMOSTRACION

Prueba.
1. Chasles. Con abscisas a, b, c:
AB+BC=(b—a)+(c—b)=c—a= AC.
No importa el orden de los puntos sobre la recta: el signo se encarga de los casos
2. Punto medio. M es punto medio de AB si AM = MB (mismo sentido y misma
longitud). Si M tiene abscisa m:
a+b
m—a=b—m <= 2m=a+b <= =

3t —a| = 5%l = Ja(4,5).

3. Comprobacién. d(A, M) =

=5, AB = 5 BA = —5y el punto medio es

Ejemplo. SiA = -2y B = 3: d(A,B)

—2+43 _ 1
2 T2
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EL SISTEMA DE COORDENADAS EN EL PLANO 33 - 34

Definicién. Un sistema de coordenadas I I
cartesianas estd formado por dos rectas
orientadas perpendiculares (ejes x e y)

que se cortan en su origen comun O, con la
misma unidad. El eje y se obtiene girando
el eje x 90° en sentido antihorario.

P=(3,2)
29 -------

we-----¢

B x esla abscisay y la ordenada de P.
® Los puntos del eje x son (x,0) y los del eje , (—2,-3)
)
(0,y). il v

® Signos por cuadrante: I (+,+),II (—,+), III
(*, *), v (+, *)- Los ejes dividen el plano en cuatro cuadrantes.
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PUNTOS Y PARES ORDENADOS 3.4

Teorema 2

Existe una correspondencia biunivoca entre los puntos del plano y los pares
ordenados (x,y) € R2.

Prueba.

1. De punto a par. Por P trazamos la perpendicular a cada eje; es tnica (2.2.9). Sus pies
tienen abscisas x (en el eje x) e y (en el eje y), tnicas por el postulado de la regla. A P
le asociamos (x, ).

2. De par a punto. Dado (x,y), sean X e Y los puntos de abscisas x e y en los ejes. Las
perpendiculares a los ejes por X y por Y no son paralelas (los ejes no lo son), asi que
se cortan en un tnico punto P.

3. Biyeccién. Ambas construcciones son inversas una de la otra: a P le corresponde (x,y)
y a (x,y) le corresponde P. |
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DIAGONAL Y CONTRADIAGONAL 3.5

Definicién. La diagonal es la recta y =
x: bisectriz de los cuadrantes I y III. La

contradiagonal es la recta y = —x: bisectriz P=(31)
de los cuadrantes II y IV.

Teorema 3 (reflexiones)

El simétrico de P = (a,b) respecto a la
diagonal es P’ = (b,a); respecto a la
contradiagonal es P = (—b, —a).

y=-x

La diagonal es la mediatriz de PP’
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DIAGONAL Y CONTRADIAGONAL: DEMOSTRACION 3.5

Prueba.
1.
2.

La reflexién en una recta conserva distancias y angulos.

La diagonal es la bisectriz del dngulo recto xOy; por la caracterizacién de la bisectriz
(2.2.16), la reflexion en ella lleva la semirrecta positiva del eje x a la semirrecta positiva
del eje y, y viceversa.

Sea Q = (4,0) el pie de la perpendicular de P al eje x. Su imagen Q' estd en el eje y a
la misma distancia dirigida: Q" = (0,4), y Q'P’ es perpendicular al eje y. Luego la
ordenada de P’ es a.

Del mismo modo, el pie (0,b) de la perpendicular al eje y va a (b,0): la abscisa de P’ es
b. Asi P! = (b, a).

La contradiagonal lleva el eje x positivo al eje y negativo; el mismo razonamiento da
P" = (=b,—a). |
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ROTACION ANTIHORARIA DE UN PUNTO EN 90° 35

Teorema 4 (rotacion de 90°)

Al girar P = (a,b) un dngulo de 90° en
sentido antihorario alrededor de O se obtiene

Y
Pt = (=b, a).
PL = (=b,a) ! Q'

Prueba. (Caso a,b > O0; los demds son

analogos.) Sea Q = (1,0), de modo que AOQP . P (ab)
es rectangulo en Q con OQ =ay QP =b. M

1. El giro lleva el eje x positivo al eje y b
positivo: Q vaa Q' = (0,a). - R

2. El giro conserva dngulos y longitudes:
Q'PL 1 OQ/, Q'P*+ = b, y apunta hacia la
izquierda (hacia donde gira «arriba»).

3. Por tanto P+ = (—b,a), y
AOQP = AOQ'PL (L-A-L). [
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EJjEMPLOS Y CONSECUENCIAS

Ejemplo. Para P = (3,1): Por qué importa la rotacién. Si un
segmento va de O a (u1,uy), el segmento

B reflexio la di I: (1,3);
reflexion en la diagonal: (1, 3) de O a (—up, up) es perpendicular a él

® reflexion en la contradiagonal: y tiene la misma longitud. Esta idea
(=1,-3); sencilla nos dard, méas adelante, la recta
B giro antihorario de 90°: (—1,3); perpendicular, la mediatriz y la ecuacién

m dos giros (180°): (=3, —1); general de la recta.

B giro horario de 90°: (1, —3).

Observacién. Dos giros de 90°: (a,b) —
(=b,a) — (—a,—b), la simetria central
respecto a O.
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SEGMENTOS EN EL
PLANO

Parametrizacion y punto medio, traslado paralelo y
caracterizacion del paralelismo.



PARAMETRIZACION DE UN SEGMENTO

3.6

Teorema 5 (parametrizacién)

Sean A = (ay,a2) y B = (by,by). Para cada
t €[0,1], el punto
P(t)y=A+t(B—A)
= (ﬂl +t(by —ay), ap + t(by — uz))

es el punto de AB con AP = t- AB: vade A
(t=0)aB (t=1).

Prueba. Sea P € AB con AP = tAB.
Las perpendiculares al eje x por A, P, B son
paralelas; por Thales:

g AP _ _
bl_al—AB—t:>x_a1+t(b1 a).
Igual con el eje y: y = ap + t(by — ay). |
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Aquit = 04.
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SENTIDO CONTRARIO, PUNTO MEDIO Y PUNTOS DE DIVISION

Corolario

1. Sentido contrario: Q(t) = B+ (A — B)
recorre el mismo segmento de B a A,

y Q(t) = P(1—t).
2. Punto medio (t = %)

_ a+by a+b
o (s it

3. El punto que divide AB en la razén

AP : PB = m : n corresponde a
t = mn':’n °

Prueba. (1) B+#H(A—B)=A+(1—1t)(B—
A)=P(1—1t). (2) y (3) son el teorema con
t=tyt=gt .
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Ejemplo. A = (1,2) y B = (7,5), B—
A=(6,3).

m P(t) = (1+6t, 2+3t), telo1].

® Punto medio: P(1) = (4, 3,5).

® Puntos de triseccién: P(3) = (3,3) y
P(3) = (5,4).

B En sentido contrario:
Q(t) = (7—6t, 5—3t).

y B
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TRASLADO PARALELO DE SEGMENTOS

3.7

Definicién. Trasladar el segmento AB al punto
C es construir el segmento CD con

D=C+(B—A)=(c1+b;—ay, ca+by—ay).

Teorema 6

SiC ¢ ﬁ, el cuadrildtero ABDC es un
paralelogramo. En particular CD || ABy
CD = AB.

Prueba. Calculemos los puntos medios de las
diagonales AD y BC:

A+D A+C+B-A B+C
2 2 -T2

Las diagonales se bisecan, luego ABDC es un
paralelogramo (2.3.4). u
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X

Trasladado al origen, AB se convierte en el

segmento de O a B — A.
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(CARACTERIZACION DEL PARALELISMO

3.8

Teorema 7 (criterio de paralelismo)

SeanU = B— A = (u,up) yV=D-C =
(v1,v2), no nulos. Son equivalentes:

1. AB y CD son paralelos (o estdn en una
misma recta);

2. existe A £0 con V=AU;
3. U102 — U0 = 0.

Si A > 0 tienen el mismo sentido; si A < 0,
sentido contrario.

Prueba. (1)< (2): trasladamos ambos segmentos
al origen; quedan OU y OV, que son paralelos si
y solo si O, U, V estan en una misma recta, es
decir (parametrizando la recta OU), V = AU.
(2)=(3): 11 (Atz) — uz(Atg) = 0. (3)=>(2): i

up # 0, sea A = 71; entonces v = 2% = Auy. W
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Ejemplo. A = (1,1), B = (4,3),
C=(0,4), D = (6,8):

U=(3,2), V=(64)=2U.
Paralelos y con el mismo sentido.

Si en cambio D = (5,7): V = (5,3)

y
3.3-2.5=-1#£0:

no son paralelos.

Corolario (colinealidad)

A, B, C son colineales < (b —
ar)(ca —az) — (by —az)(c1 —ay) = 0.
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RECTAS EN FORMA
PARAMETRICA

Distancia entre puntos, ecuaciones paramétricas,
interseccion, paralela y perpendicular por un punto,
mediatriz, perpendicularidad y dngulo entre segmentos.



DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS 3.9
Teorema 8 (distancia) y
- B
La distancia entre A = (a1,a2) y B = (b1, by) es
A(A,B) = /(b = m)2 + (b — )2 L
Prueba. Siay # by y ax # by, sea C = (by,a2).
AC es horizontal y CB vertical, luego AACB es Ae oC
recténgulo en C, con catetos AC = |by —ay| y b=
CB = |bp — ay|. Por Pitdgoras:
X

AB? = (b; — 1) + (by — 1)

Si a; = by 0 ay = by, el segmento es vertical u
horizontal y la férmula da |by — a3| o |by — a1
(3.2). [ |
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Ejemplo. d((1,2),(7,10)) =
V62 + 82 =10.
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ECUACIONES PARAMETRICAS DE LA RECTA 3.9

Teorema 9 (recta por dos puntos)

La recta que pasa por A # B estd formada por

los puntos
= t(b —
x=a+t(by—a) teR.
y=ay+t(by—ap)
- t=-05
Prueba. P ¢ AB «— AP y AB son paralelos /:/ >
oP=A <= (criterio 3.8) P— A =1tB—-A) I
para algtn t € R. u
Ejemplo. Por A= (1,1) y B= (4,3):
B [ = B — A es un vector director: cualquier x=1+3t y=1+2t ;Esta (10,7)?
multiplo no nulo sirve. 1+43t=10=>t=3y1+2-3="7.
B () <t < 1l:el segmento; t > 1: mésallade B; t < 0: si.
antes de A.
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INTERSECCION DE DOS RECTAS 3.10

Ejemplo. Ly : (1,1)+¢(2,1), Ly :
(0,5) +s(1,-1).

SeanL;: A+tUyLy: C+sV.Unpunto comin
satisface A +tU = C +sV:

upt—v1s =01 —m 1+2t=s
Uyt —0pS=10Cp —ap

1+t=5-s

= 14+t=4-2t, t=1, s =3.

Wiy Punto: (1,1) +1-(2,1) = (3,2).
Si u1vy — upv; # 0 las rectas son secantes (un Verificacion en Lp: (0+3, 5-3) =
tnico punto comun). Si #1vp — upv; = 0 son (3,2). v
paralelas o coincidentes. ,
Ly
Prueba. El determinante del sistema es
—u1vp + upv1. Si no es cero, el sistema tiene
solucién tnica. Si es cero, U || V (3.8): las rectas 3 L
son paralelas (sin solucién) o la misma recta
(infinitas soluciones). |
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PARALELA Y PERPENDICULAR POR UN PUNTO EXTERIOR 3.11 - 3.12

Teorema 11

SeaL: A+tUyP¢L. Con U= (—up,up):
1. la paralela a L por P es P + tU;
2. la perpendicular a L por P es P+ sU*.

Prueba. (1) Su director es U (3.8) y es tnica
por el postulado de Playfair. (2) Trasladamos

U al origen y lo giramos 90° (3.5): Ut es
perpendicular a U; la recta por P con director
U es perpendicular a L, y es Gnica. u

Observacién. El pie de la perpendicular se
halla intersecando L con P+ sU™ (3.10).
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u
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LA MEDIATRIZ DE UN SEGMENTO 3.12

Corolario (ecuacion de la mediatriz)

La mediatriz de AB es la recta

M+s(B—-AY, M="-=.

Prueba. La mediatriz es la perpendicular a
AB por su punto medio (2.2.16); su director es
(B— A)* por el teorema anterior. |

Ejemplo. A = (1,2), B = (5,4): M = (3,3),
B—A=(4,2), (B—A)"L =(-24).

mediatriz: x =3 —2s, y=3+4s. .

Comprobacién con s = 1: Q = (1,7), d(Q, A) =
V0+25=5yd(Q,B)=v16+9=5.V
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PERPENDICULARIDAD ENTRE SEGMENTOS 3.13

Teorema 12 (criterio de perpendicularidad)

ConU=B—-AyV=D-C no nulos:

AB 1 CD «— U101 + upvp = 0.

Prueba. Trasladamos ambos segmentos al origen:
OU y OV. Son perpendiculares <= AOUV es
rectangulo en O <= (Pitdgoras y su reciproco)

d(U, V)2 =d(0,u)? +d(0,V)>
Ej lo. 4-(— -3 =0
Con la féormula de distancia: jemp 0. Lo 0
perpendiculares. En general U
1 _
(uy —v1)* + (up — ) =3 +ud + 03 +v3 y Ut = (—up,u1) cumplen
uy(—up) + ugug = 0.
< —2uqv1 —2upvy; =0 <= uqvq + upvp = 0.
[ |
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ANGULO ENTRE SEGMENTOS

Teorema 13 (angulo)

El dngulo 0 entre ABy CD (con U = B — A,
V = D — C trasladados al origen) cumple

U101 + UV

2. .2 [2., 2
VUL T Uz /U0

cosf =

Prueba. En AOUV, la ley del coseno da
d(U,V)? = |U]? + |V|> = 2|U||V| cos 6.
Desarrollando el lado izquierdo como en la

prueba anterior, d(U, V)? = [U|?> + |V|?> — 2(ujv1 +
1pvy). Igualando: |U||V|cos® = uqv1 + upv;. [ ]
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Ejemplo. U= (3,1) y V =(1,2):

cos(9—73+2 LR
VIOV5 V50 V2
luego 6 = 45°.

Ejemplo (dngulo de un triangulo).
A =(0,0), B=(4,0), C=(1,3). En
A: U= (4,0), V=(13),

cosAzi:i = A=716°.

4/10 V10

Observacion. cosf = 0 recupera el
criterio de perpendicularidad.
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EcuACIONES DE LA
RECTA

Pendiente, rectas verticales y horizontales, ecuacion
simétrica, ecuacion general, criterios de paralelismo y
perpendicularidad, distancias y drea del tridngulo.



PENDIENTE Y ECUACION PUNTO—PENDIENTE 3.15
Sea L: x = xo+tuy, y = yo + tus.
B Siuyy = 0: L esvertical, x = x. ¥
B Siupy = 0: L es horizontal, y = yj.
Teorema 14 (pendiente)
Si L no es vertical, el ntimero m = 2 by
up b —m

no depende de los puntos A, B de L que se
elijan, y e

L: y—yo=m(x—xp). X
Prueba. Otro director es AU (3.8), y QZT = 2 Ejemplo. Recta por (1,2) y (4,8):
Despejando t = *— xo en la primera ecuacién y m=3=2 y-2=2x-1)es

sustituyendo en la segunda y=yo+ 2 2(x — xp).
[ |
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decir y = 2x.
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PENDIENTE, INCLINACION Y COLINEALIDAD 3.15

Interpretacién. Si « es el dngulo que Corolario (colinealidad)
forma L con el eje x positivo (inclinacién),

entonces m = tana: en el tridngulo Tres puntos A, B, C (sin dos en una

vertical) son colineales si y solo si

rectangulo de catetos Ax y Ay, % es la
MAg = MAC-

tangente de a.

® > 0: la recta sube; m < 0: baja;

75 = [ Tesenal Prueba. Las rectas AB y AC pasan

por A; si tienen la misma pendiente
son la misma recta (punto—pendiente).

Reciprocamente, si C € AB, la pendiente
no depende de los puntos elegidos. |

® Forma pendiente—intercepto:
y =mx +b, con b el corte con el eje y.

Ejemplo. A = (1,1), B = (3,5), C =
(5,9): map = 2 = myc, colineales.
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EcuACION SIMETRICA DE LA RECTA

3.16

Teorema 15 (forma simétrica)

Siup #0yuy #0,larectax = xg+tuy, y =
Yo + fup es
X — X0 _yfy()
uq a Un ’

Prueba. Ambos cocientes son iguales al
parametro f; al eliminarlo queda la igualdad.
Reciprocamente, si (x,y) cumple la igualdad,
llamando ¢ al valor comtn se recuperan las
ecuaciones paramétricas. |
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Ejemplo. Por (2,—1) con director

(3,4):

x—2 y+1
3 4
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FORMA SEGMENTARIA DE LA RECTA

3.16

Corolario (forma segmentaria)

La recta que corta los ejes en (4,0) y (0,b), con
a,b#0, es

*LY_
a+b 1.

Prueba. Con Py = (1,0) y U = (0,b) — (4,0) =
(—a,b), la forma simétrica es =1 = %, es decir

x _Y
1-2=15 -

Ejemplo. La recta 3x 44y = 12 se escribe  +
% = 1: corta los ejes en (4,0) y (0,3).
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X
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ECUACION GENERAL DE LA RECTA

3.17

Teorema 16 (ecuacion general)

Toda recta del plano tiene una ecuacién ax + by +
¢ =0con (a,b) # (0,0), y toda ecuacién de ese
tipo representa una recta. Ademds, N = (a,b) es
perpendicular (normal) a la recta.

Prueba. De la forma simétrica, up(x — xg) —
u1(y —yo) = O:bastaa = upy, b = —uy (vale
también si u; o uy es cero). Reciprocamente,

sib # 0y = —%x - %, recta de pendiente

—%; sib = 0:x = —£, recta vertical. Si P,

Q estan en la recta, restando sus ecuaciones:

a(g1 — p1) + b(g2 — p2) =0, luego N L PQ (3.13).
[ |
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2 +3y—11=0
N —b,a)

X

® Director: (—b,a); pendiente: —%.

B ¢ = (:la recta pasa por el origen.

B g = (0: horizontal;, b = 0: vertical.
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CRITERIOS DE PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD 3.18

SeanL1: a1x+b1y+c1:0yL2: 112X+b2]/+ Ejemplo. L: 2x_3y+1:0.
c =0. B 4x — 6y +7 = 0 es paralela:
1. Ly || Ly (o coinciden) <= ayby —azby =0 2(—6) —4(=3) = 0.
= my = my. B 3x+2y—5=0es
2. L1 L Ly < ayay +b1bp =0 < mymp = perpendicular:
0 s ! 2.3+ (-3)-2=0.
Prueba. Dos rectas son paralelas Rectas por un punto P. Paralela a
(perpendiculares) si y solo si lo son sus ax+by+c=0: alx—p1)+bly—
normales Ny = (a1,b1) y N = (ap,bp). Se p2) = 0.
aplican 3.8 y 3.13. Con pendientes m; = —%: Perpendicular: b(x —p1) —a(y —
apay + b1y = 0 <= % = -1 << mmy = pZ) =0.
=1l |
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DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA 3.19

Teorema 18 (distancia punto-recta)

La distancia de P = (p1,p2) aL: ax+by+c=10
es
|[ap1+bp2 +c|

WL = e

Prueba. La perpendicular a L por P es F(A) =
P+ AN, con N = (a,b). El pie F cumple la
ecuacién de L:

apy +bpa +¢
a(p1+Ara)+b(py+Ab)+c=0 = A= ———"5—.
P 4 a2 + b2 Ejemplo. P = (3,~1), L : 3x+
La distancia de un punto a una recta se mide 4y—-10=0:
sobre la perpendicular (2.2.15): i 9—4—10 .
+bpy + C| 5 .
d(P,L) = d(P,F) = AV 412 = [P tbratel g
(>1) - VAT
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DISTANCIA ENTRE RECTAS PARALELAS Y AREA DEL TRIANGULO 3.19

Corolario (rectas paralelas)

Teorema 19 (4rea del tridangulo)

SiLi: ax+by+cy =0y Ly: ax+by+
=0,

_er =]

Wl = 7

El tridngulo de vértices A, B, C tiene area

% |(b1 —a1)(c2 — a2) — (b2 — a2) (c1 — a1)|-

Prueba. Tomamos P € Ly, es decir ap; +
_ l=ato]

bpy, = —cj. Entonces d(P, Ly) = W
que no depende de P. u

Ejemplo. 3x+4y—10=0y 3x+4y+5 =
0 d=2 =3
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Prueba. La recta AB es (by —ap)(x —
a1) — (by —a1)(y — a2) = 0, con normal
de longitud AB. La altura desde C es
M= \(bz—uz)(q—al)XB(bl—u1)(Cz—az)|

, y el area
es SAB-h. ]

Ejemplo. A= (1,1), B=(5,2), C=(2,4):
Fl4-3-1-1=4.
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COORDENADAS Y
RECTAS EN EL ESPACIO

Sistema tridimensional, distancia, parametrizacion,
transporte paralelo, ecuaciones de la recta, criterios de
paralelismo y perpendicularidad, y posiciones relativas.



SISTEMA DE COORDENADAS TRIDIMENSIONAL 3.20

Definicién. Tres rectas orientadas x, y, z,

perpendiculares dos a dos, con origen comdn
O y la misma unidad. A cada punto P le 2 S
corresponde una terna (a,b,c): las abscisas de . S
los pies de los planos perpendiculares a cada S ®P = (a,b,c)
eje trazados por P.

B Planos coordenados: xy (z = 0), yz (x =0), xz
(y = 0); dividen el espacio en 8 octantes.

B Regla de la mano derecha: si los dedos de la i v
mano derecha giran del eje x positivo hacia el eje x
y positivo, el pulgar senala el eje z positivo. Asi

el sistema es dextrégiro. El arco naranja: giro de x hacia y; el pulgar apunta

az.
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DISTANCIA ENTRE PUNTOS DEL ESPACIO 3.21

Teorema 20 (distancia en el espacio)

Si A = (a1,a2,a3) y B = (b1,b2,b3),

d(A,B) = \/(bl = 111)2 + (b — 612)2 + (b3 — Cl3)2.

Prueba. Los planos por A y por B paralelos
a los planos coordenados forman una caja
(paralelepipedo rectangular) de aristas |b; — y
a1|, |ba — az|, |bs — az|, y AB es una de sus /

diagonales. Por el teorema de la diagonal del
ortoedro (2.7.10), que es Pitdgoras aplicado dos

X

veces: Ejemplo. d((1,2,3),(3,-1,9)) =
AC? = (by —a1)? + (b — 12)?, V4+9+36=7.

AB? = AC? + (b3 —a3)>. W
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SEGMENTOS Y TRANSPORTE PARALELO EN EL ESPACIO 3.22 - 3.23

Teorema 21 (parametrizacién) Definicién (transporte paralelo).
Trasladar AB al punto C da CD con
Para t € [0,1], D=C+(B—A).SiC ¢ AB, ABDC es
P(t) = A+ t(B— A) un paralelogramo: las diBagonales tienen
el mismo punto medio %C, igual que
= (a1 +t(by —a1), az+H(by—az), a3 +t(b3 —a3)) en el plano.

es el punto de AB con AP = t AB. Punto

medio: M = (#%%b) Ejemplo. A = (1,0,2), B = (3,4,0):

M=(2,2,1).

Transporte a C = (0,1,1): D = (0,1,1) +
Prueba. Los planos perpendiculares al eje (2,4,-2) = (2,5,-1).
x por A, P, B son paralelos; por Thales Puntos de triseccién: P (%) = (g, %r %),
en el espacio (2.7.6) cortan segmentos P(%) = (%, %, %)

proporcionales sobre AB y sobre el eje x:
x=ay+1t(by —ap). Igual con y y z. [ |
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ECUACIONES PARAMETRICAS Y SIMETRICAS DE LA RECTA 3.24

Ejemplo. Recta por A = (1,2,3) y

La recta que pasa por Py = (xg,Yo,20) con B=(4,0,5): U= (3,-22).
director U = (uq,up,u3) # 0 es

x=1+3t, y=2-2t, z=3+2t,

X=X+t x—1 y-2 z-3
Yy =1yo+tup teRR, 3 2 2
z=2zp+tu ot 6 _ —4 _ 4 _ .
0 PEs Estd (7,-27)2 § =5 =5 =2
y, si ujupus # 0, su forma simétrica es sf (t=12).
X—% _Y~“Y% _z"%0 Observacién. Los ntimeros
Ui U us (11, u2,u3) son los niimeros

directores; cualquier multiplo no

Si alguna componente es cero, por ejemplo uz = 0: . . . .
) p » pOT €jemplo U3 nulo describe la misma direccién.

X=xo _ Y—Yo _
o zZ = Z.
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INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS ECUACIONES SIMETRICAS 3.25

Cada igualdad de la forma simétrica involucra solo
dos variables:

X=X _ Y=Y  Y—Yo _2-2
Uy Uz U us3

No aparece z no aparece x

B La primera es un plano perpendicular al plano
xy (si (x,y,z) la cumple, también la cumple
(x,y,2') para todo z'): el plano proyectante de la
recta sobre el plano xy.

B Su traza en el plano xy es la proyeccién de la
recta sobre ese plano.

B Larecta es la interseccion de dos planos
proyectantes.
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plano proyectante

27
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CRITERIOS DE PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD EN EL ESPACIO 3.6

Sean Lj y Lp rectas con directores U y V.

1. Ly || Lp (o coinciden) <= V = AU para Ejemplo. U = (1,-2,3),V =
algn A # 0. (—2,4,—6): V = —2U, paralelas.
2. L; L L, (ortogonales)
<= U101 + upvy + uzvsz = 0.

Ejemplo. U = (2,1,-1), V =
(1,1,3): 2+1—3 =0, ortogonales.

Prueba. (1) Como en el plano (3.8), trasladando
los directores al origen. (2) Trasladados al origen, _
oU L OV <« d(U,V)? = |U]+|V]? Angulo. Como en 3.14, con la ley
(Pitagoras), y con la férmula de distancia en el clell s

espacio esto equivale a u1v1 + upvp +uzvz =0. W U101 + Up vy + U3z

[ufivi

cosf =

Observacién. En el espacio dos rectas
ortogonales pueden no cortarse: son las alabeadas
ortogonales de 2.7.2.
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POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS EN EL ESPACIO 3.27

SeanL;: A+tUyLy: C+sV.

coincidentes paralelas secantes alabeadas

El sistema A + tU = C + sV tiene tres
ecuaciones y dos incégnitas: puede no tener
solucién aunque las rectas no sean paralelas.
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Ejemplo (secantes). L; : (1,2,3) +
t(1,-1,2), Ly : (2,0,4) +5(0,1,1). 1+ =
2=t=1, 2—t=s=s=1;, 342t =4+s:
5=>5. v Se cortan en (2,1,5).

Ejemplo (alabeadas). L; : (£,0,0) (eje

x), Ly : (0,1,1) +s(0,0,1). Directores no
proporcionales; t = 0, 0 = 1: imposible.
Ademds 1-04+0-0+0-1 = 0: son alabeadas
ortogonales.

Ejemplo (paralelas). Ly : (1,0,2) +
£(2,4,-2), Ly : (0,1,1) +s(—1,-2,1):
directores proporcionales. (0,1,1) € L;?
142t =0=1t= —%,pero4t: -2 # 1
paralelas distintas.
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PLANOS EN EL ESPACIO

Ecuacion analitica del plano, sus propiedades, posiciones
relativas, interseccion con rectas y distancias.



EcuAaciON DEL PLANO

Teorema 24 (ecuacion del plano)

El plano que pasa por Py = (xp,10,20) y €s
perpendicular a la direccion N = (a,b,¢) # 0
(normal) es

a(x —x9) +b(y —yo) +c(z—29) =0,

o sea ax + by + cz +d = 0. Reciprocamente, toda
ecuacién ax + by +cz+d = 0 con (a,b,c) # 0 es
un plano de normal (a,b,c).

Prueba. Sea n la recta por Py con director N. El
plano perpendicular a n en Py estd formado por

los P con P =Py o PyP L n (2.7.3). Por 3.26, eso
equivale a a(x — xg) + b(y — yo) +c(z — z9) = 0.
Reciprocamente, si a # 0, (—%,O, O) cumple la
ecuacién, que toma la forma anterior.
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7T

Py

1P

Pem <= PP LN.
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PROPIEDADES Y CASOS PARTICULARES

d = 0: el plano pasa por el origen.

B Falta una variable = el plano es paralelo al
eje de esa variable. Ej.: x +- v = 2 es paralelo al
eje z (un plano proyectante, 3.25).

B Faltan dos variables: plano paralelo a un
plano coordenado. Ej.: z = 3.

B Forma segmentaria: si corta los ejes en

(p,0,0), (0,4,0), (0,0,r): 2 Y

!
P

x
T4+4+%=1, esdecir 6x+3y+2z="6.

® Las trazas son las rectas en que el plano corta (En el dibujo las unidades de los ejes no son iguales.)

a los planos coordenados.
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PrLaNo QUE PASA POR TRES PUNTOS

Tres puntos no colineales A, B, C determinan un
plano (postulado 2.7.1). Para hallar su ecuacion
buscamos una normal N = (4, b, c) ortogonal a ABy
a AC:

{a(bl —a1) +b(by — a3) + (b3 —az) =0
a(cy —a1) +b(cx —az) +c(e3 —az) =0

El sistema tiene infinitas soluciones proporcionales; se
escoge una no nula.

Observacion. En Geometria Vectorial, el
producto vectorial dard N directamente.
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Ejemplo. A = (1,1,1), B = (2,3,1),
C=(1,24).B—A=(12 -
(0,1,3):

a+2b=0, b+3c=

Conc =1:b = -3,a =6 N =
(6,—3,1).
6(x—1)—-3(y—1)+(z—1)=0

6x—3y+z—4=0.
Verificaciéon: B: 12—-9+1—-4=0; C:
6—6+4—4=0.V
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POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS

Sean 711 : a;x+byy+ciz+d; =0y
ax + byy + cpz +dp = 0, con normales Nj y N».
1. N = AN; y dpy = Ady: coincidentes.
2. Np = ANy y dy # Ady: paralelos.

3. Nj, N no proporcionales: secantes; se
cortan en una recta.

4. m L mp <= ayap + b1by +cicp = 0.

Prueba. Dos planos son paralelos
(perpendiculares) si y solo si lo son sus rectas
normales (2.7.2, 2.7.7), y se aplica 3.26. Si no

son paralelos, se cortan en una recta (postulado
2.7.1). [ ]
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Ejemplo (recta de interseccion).

m: x+y+z=3, m: x—y+z=
1. Sumando: x + z = 2; restando:
y=1Conz=t

x=2—-t, y=1, z=1¢

Recta (2,1,0) + t(—1,0,1). Su
director es ortogonal a ambas
normales: —14+0+1 = Oy
-1-0+1=0. vV

Ejemplo. 2x —y +3z = 1y 4x —
2y + 6z = 5: paralelos (N, = 2Ny,
5 # 2).

3.28 PLANOS EN EL ESPACIO | 46 /50



RecTA Y PLANO

Sean L: Py+tUy m: ax+by+cz+d =0 con
normal N, y U - N = auj + bup + cus.

1. U-N #0: L corta a 7t en un tnico punto.
2.U-N=0yPy¢mL|m

3. UUN=0y Pphem LCm.

4. L1 m < U=AN.

Prueba. Sustituyendo Py + tU en la ecuacién del
plano:

(axo + byg + czp + d) + t (aug + buy + cuz) = 0.

Si el coeficiente de t no es cero hay una tnica
solucién; si es cero, hay infinitas (si Py € )

o ninguna. (4): L es perpendicular a 77 si es
paralela a su normal. u
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Ejemplo. L : (1,2,0) +#(1,1,2),
mT: 2x—Yy+z=6.

204t)— Q2+ +2t=6

= 3t =6, t = 2. Punto de corte:
(3,4,4). Verificacién: 6 —4 +4 = 6.
v

Ejemplo. La recta por (1,0,5)
perpendicular a 2x —y +z = 6
es (1,0,5) +t(2,—1,1).
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DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO

Teorema 27 (distancia punto—plano)

La distancia de P = (p1, p2, p3) al plano ax + by +
cz+d=0es

_lapr+bpr+cpstd

Va2 +b2+c?

d(P, )

Prueba. La perpendicular a 7w por P es P+ AN;
su pie F satisface la ecuacion del plano:

_api+bpy+cps+d

A=
a2 + b? + ¢?

La distancia se mide sobre la perpendicular
(2.7.3): d(P,F) = |A| Va% + b2 + 2. [ ]
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Corolario

Entre planos paralelos ax + by +
|dy — ds|

cz4+di =0 ———.
! Va2 + b2+ 2

Ejemplo. P = (1,2,3), m: 2x —
y+224+3=0 d= 221638 _3
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RESUMEN: DEL PLANO AL ESPACIO

En el plano En el espacio
Distancia VA2 + Ay? VAXZ 4+ Ay? + AZ?
Segmento, punto medio A +t(B—A), # igual, con tres coordenadas
Recta A+tU o ax+by+c=0 A+tU oforma simétrica
Paralelismo V=AU V=AU
Perpendicularidad U101 + upvy =0 U101 + Upvy + uzvy =0
Normal (a,b) delarecta (a,b,c) del plano ax + by +cz+d =0
. . . lapi+bpa+c| . lapi+bpateps+d|
Distancia a recta: Ve plano: R

Las expresiones 1101 + v, (+u303) serdn el producto interno de la Geometria Vectorial.
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iGRrACIAS!

Proximo capitulo: Geometria Vectorial
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