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GEOMETRIA BAsica - INsT!

Segmentos dirigidos, equipolencia, vector libre y
norma.

Producto por escalar, suma, ecuacién vectorial de la
recta, colinealidad, combinacién lineal y base en el
plano.

Angulo, producto interno, propiedades, proyeccién
ortogonal y ortonormalidad.

Vectores en el espacio: colinealidad, coplanaridad,
independencia lineal, bases, base canénica y
cosenos directores.

Producto vectorial, producto mixto y triple
producto vectorial.

Ecuacién vectorial del plano; trabajo y torque.

O DE MATEMATICAS - UNIVERSIDAD DE ANTIOQUIA

La idea del capitulo. En
Geometria Analitica usamos
coordenadas de puntos. Ahora

el objeto central es el vector:

lo que tienen en comtn todos

los segmentos con la misma
magnitud, direccién y sentido.
Sobre él construiremos un algebra
que codifica longitudes, angulos,
dreas y volimenes.

Notaciéon. Vectores: ii, U, W;
norma: ||if||; base canénica: 7,7, k.



VECTORES

Magnitud, direccion y sentido; equipolencia como
relacion de equivalencia; vector libre y su norma.



MAGNITUD, DIRECCION Y SENTIDO 41

Definicién. Un segmento dirigido AB es un

==
q GH
segmento con un orden: A es el origen y B el o
extremo. Tiene

® magnitud: la longitud AB;

B direccion: la de la recta jﬁ (rectas y %

paralelas tienen la misma direccién);
B sentido: de A hacia B.

Dos segmentos dirigidos paralelos zﬁ y CD tienen el
mismo sentidosi D —C = A(B— A) con A > 0 (3.8);
sentido contrario si A < 0.

fﬁ, C?: misma magnitud, direccién y sentido.
Iﬁ: : misma direccion, sentido contrario.
G—I-} : otra direccion.
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TRANSPORTE PARALELO Y SEGMENTOS DIRIGIDOS 4.2

Teorema 1

Si C% se obtiene transportando /ﬁ al punto C,
es decir D = C+ (B — A), entonces AB y @
tienen la misma magnitud, direccién y sentido.
Reciprocamente, si tienen la misma magnitud,
direccién y sentido, D = C + (B — A).

Prueba. (=) D —C = B — A: misma direccién
y sentido (A = 1, 3.8) y, por la férmula de
distancia, la misma magnitud. (<) Misma
direccién y sentido: D —C = A(B—A) con A > 0.
Misma magnitud: A AB = AB, luego A = 1. u
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ABDC es un paralelogramo (3.7).
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EQUIPOLENCIAZ UNA RELACION DE EQUIVALENCIA 43

Definicién. AB es equipolente a CT:S, y escribimos AB ~ CT:S, si tienen la misma magnitud,
direccién y sentido; equivalentemente (4.2), D —C = B — A, o bien: los segmentos AD y BC
tienen el mismo punto medio.

Teorema 2

La equipolencia es una relacién de equivalencia en el conjunto de segmentos dirigidos.

Prueba.
1. Reflexiva: B— A = B — A, luego Eﬁ ~ Zﬁ
2. Simétrica: si D—-C =B — A, entonces B— A =D —C: @ ~ zﬁ
3. Transitiva: si D—-C=B—-AyF—-E=D—-C, entonces F-E =B — A: Zﬁwﬁ [ |

Observacion. Sin coordenadas, la transitividad dice: si ABDC y CDFE son paralelogramos,
también ABFE lo es (con los casos colineales aparte).

GEOMETRIA BAsica - INsTITUTO DE MATEMATICAS - UNIVERSIDAD DE ANTIOQUIA 41-4.5 Vectores | 6/44



EL VECTOR LIBRE

4.4

Definicién. El vector i = 1@ es la clase
de equivalencia de AB por la equipolencia:
el conjunto de todos los segmentos
dirigidos equipolentes a él. Cada uno es un
representante de .

B (Cada vector tiene un tinico representante con
origen en O: el que termina en B — A. Por eso
escribimos i = (u1,up) o (uq,up, u3), con
u; = b; — a; (componentes).

® Por cada punto P pasa exactamente un
representante de ii: el que termina en P + ii.

B El vector nulo 0 es la clase de los segmentos zﬁ
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Algunos representantes del mismo vector;

en naranja, el que sale del origen.

4.1-4.5 VECTORES
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NORMA DE UN VECTOR

4.5

Definicién. La norma (médulo o longitud) de
i = AB es |il]| = AB.

Teorema 3

La norma no depende del representante, y

I3 = \/u%—&—u% o i) = \/u%—l—u%—l—u%.

Prueba. Si ﬁ ~ @, entonces D—C=B— A =
(u1,up,u3), y por la férmula de distancia

CD = /T —c)? = \/Cu? = AB. ®
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Ejemplo. A = (1,-2,4),B =
(3,1,-2):

7= AB=(2,3,-6),
il = V&+9+36=7.
Observacion. |if|| > 0,y ||i|| =

0 < i =0. Un vector de norma 1
se llama unitario.
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OPERACIONES CON
VECTORES

Producto por escalar, suma, propiedades, ecuacion
vectorial de la recta, colinealidad, combinacion lineal y
base.



PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VECTOR 4.6

Definicién. Para A € Ry il = (u1,up, u3): Al =
(/\ul,Auz, Au3). v
2ii

Teorema 4 (interpretacién geométrica)

i
Siit £ 0 y A # 0: Aii tiene la direccién de i,
norma |A|||#|| y el mismo sentido si A > 0, 2
contrario si A < 0.
Prueba. Direccion y sentido: criterio 3.8 con el —3i
factor A. Norma: /Y (Au;)2 = VA2 /Y u? = B
[A] 1] u El vector unitario en la direccién de i es ﬁ

Propiedades: 1 = i, A(pil) = (Ap)ii,
(A+ )il = Ail + pii, A(il +T) = Ail + AT
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SUMA DE VECTORES

4.7

Definicién (regla del triangulo). Si i = AB
y ¥ = BC (el origen de 7 en el extremo de

if), entonces i + 7 = AC. En componentes:
T+ 7= (ug + vy, up + vy, ug + v3).

Teorema 5 (regla del paralelogramo)

Siit = AB y o= AD tienen el mismo origen,
entonces i + 7 = R, donde ABCD es el
paralelogramo de lados AB y AD.

Prueba. Sea C = B+ 7. Como Eé ~ zﬁ,
ABCD es un paralelogramo (4.2), y por la

regla del tridngulo ii + 7 = AB+ BC = AC. m
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A

La diagonal del paralelogramo es la suma.
Restar: il — 0 =i+ (—0) = DB.
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PROPIEDADES DE LA SUMA

4.8

Teorema 6

Para todos los vectores i, ¥, w:
1. i+7=0+1u (conmutativa)
2. (i4+0)+w=id+(T+@) (asociativa)
3. i+ 0=1 (neutro)
4. i+ (—if) =0 (opuesto)

Prueba. En componentes se reducen a las
propiedades de los ntimeros reales; por ejemplo,
u; +v; = v; + u; para cada i. Geométricamente,
la conmutativa es la regla del paralelogramo: por
los dos caminos (i y luego 7, o ¥ y luego i) se
llega a C. La asociativa es la regla del triangulo
aplicada dos veces: (z@ + E@) +CD = AD =

ﬁ+(ﬁ+@). [ ]
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Asociatividad: ambos caminos llevan de A a D.
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ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA 4.9

Teorema 7

La recta que pasa por Py con vector director
ii # 0 es el conjunto de puntos

X =Py +tii, teR. X=P0+2£i/

~
~
-
-~

—% ”
Prueba. X estd en la rﬂa;l — X =D o X P, i
es paralelo a i <= PyX = tii para algun ¢
(producto por escalar, 4.6). | -~

Escribiendo X = (x,y,z) en componentes se recuperan

las ecuaciones paramétricas de 3.9y 3.24.Con il = zﬁ y
t € [0,1] se obtiene el segmento AB.
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COLINEALIDAD, COMBINACION LINEAL Y BASE

4.10 - 4.11

Definicién. # y 7 son colineales
(paralelos) si uno es multiplo del otro.
Son linealmente independientes si no son
colineales; es decir, si wil + 7 = ] implica
x=p=0.

Definicién. Una combinacién lineal de i y
U es un vector wii + B7. Dos vectores forman
una base del plano si todo vector se escribe
de manera tinica como combinacién lineal de
ellos.
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w

=

)

2ii+ 17 conii = (1,2), 7 = (3, —1).
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DoOs VECTORES NO COLINEALES FORMAN UNA BASE DEL PLANO 4.11

Teorema 8 (base del plano)

no son colineales, todo vector @ del plano se escribe de manera tnica como @ =

Prueba. @ = ail + BU equivale al sistema

{ultx +0v1=w

U + 0 = wy

cuyo determinante es 110, — tpv1. Como # y ¥ no son colineales, 110y — upv; 7# 0 (3.8), y el
sistema tiene solucién tnica.

Geométricamente. Por el extremo de @ Ejemplo. @ = (5,3), il = ( )

se trazan paralelas a i y a 7; los puntos (3,—-1):a+38=52a—p =3, de donde
de corte con las rectas de if y ¥ dan ail y a=2 =1

BY.
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PrRODUCTO INTERNO

Angulo entre vectores, producto interno y coordenadas,
propiedades, proyeccion ortogonal, ortogonalidad y
ortonormalidad.



ANGULO ENTRE VECTORES Y PRODUCTO INTERNO

4.12

Definicién. El dngulo entre #,7 # 0 es el
angulo 0 € [0°,180°] entre sus representantes
con origen comun.

Definicién (producto interno).

—

75 = ][9] cose,

y il -7 = 0 si alguno es 0. Es un namero u
(escalar).

B i .7 > 0: dngulo agudo; < 0: obtuso; = 0: recto.

m il = ||if|? (puesf =0°).
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PRODUCTO INTERNO EN COORDENADAS

4.13

Teorema 9

Siii = (u1/u2/ u3) y 7= (01102/ 03)/
il -7 =uqv1 + upvy + uzv3

(en el plano, uyv1 + pvy).

Prueba. Con origen comun, en el tridngulo de
lados i, ¥, il — ¥, la ley del coseno da

17 =32 = [l + 1)1 — 2/l |7]] cos.

En componentes, ||ii — 7|2 = ¥(u; — v;)? = ||if]|? +
|13||> — 2% u;v;. Comparando: ||i]|||F|| cos§ =

Y u;v;.
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Ejemplo. # = (1,1,0), 7= (0,1,1):

cosf = io 1 _1
el vava 2
luego 6 = 60°.

Observacién. Asi se justifican los
criterios de perpendicularidad
(3.13, 3.26) y la férmula del
dngulo (3.14): ahora todo es i - 7.
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PROPIEDADES DEL PRODUCTO INTERNO 4.14

o triangular)
Para todos if,7,@ y A € R
L i-7=0-i; &3] < [lZllllall y [la+3] < [la] + [|3]-
2. U-(0+®) =i -0+ 0;
3. (M) -7 = A(ii - D); Prueba. La primera porque |cosf| < 1.
4 ﬂ~ﬁ20,y:0(:)17:6 Para la segunda:

|17+ 31| = ||| +2 -5 + |7
Prueba. Todas se siguen de la férmula en
coordenadas; por ejemplo (2): Y u;(v; +
w;i) = Y Uv; + ) ujw;. |
i) = v+ L, Es la desigualdad triangular de 2.2.13, ahora en
lenguaje vectorial.

< [l + 2l @izl + 1212 = (1l + 15)%. =
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4.1

PROYECCION ORTOGONAL

Teorema 12 (proyeccién)

Si v # 0, el vector i se descompone de forma
jeonpl|dyqLdy

tinica como i = p+ ¢ con p

Prueba. Buscamos § = A7 con (i — A¥) -7 = 0.
Por las propiedades: i - & — A||5|> = 0, es decir
A = EZ tnico.

[

El namero ”5’"

i ||| cos 6 es la componente de i en la
direccién de 7.

UNIVERSIDAD DE ANTIOQUIA

INsTITUTO DE MATEMATICAS -

GEOMETRIA B

4.12-4.15 PRODUCTO INTERNO
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ORTOGONALIDAD Y ORTONORMALIDAD

4.15

Definicién. i y 7 son ortogonales si i -
7 = 0. Son ortonormales si ademdés son
unitarios.

Teorema 13

Si {¢},é} es ortonormal, es una base del
plano y para todo w:

—

wz(ﬁ'61)€1+(i]'82)62.

Prueba. Ortogonales no nulos no son
colineales, luego forman base (4.11):

W = we) + Be;. Multiplicando por €;:
w 'El = IJCE] 'El —l-,BE"Z . ‘?1 = . Igual,
=1-e.

=
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Ejemplo. & = £(3,4), & = £(—4,3) son
ortonormales (rotaciéon de 90°, 3.5). Para
@ = (5,5):

W-ey =7, W-&=-1,
© = 78 — &.
Verificacién: 1(21+4, 28 —3) = (5,5). v/
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VECTORES EN EL
ESPACIO

Colinealidad, vectores coplanares, independencia lineal,
bases, base ortonormal y canénica, cosenos directores.



COLINEALIDAD DE VECTORES Y DE PUNTOS EN EL ESPACIO 4.16

Teorema 14

(1) i, 7 son colineales <= uno es multiplo del
otro.

(2) Los puntos A, B, C son colineales <= 1@
y AC son colineales <— C = A+ tAB para
algin t (si A # B).

Prueba. (1) es la definicién de direccién comtn
(4.6). (2) Cestienlarecta AB «<— C=A+
tAB (ecuacion vectorial de la recta, 4.9). |
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Ejemplo. ;Son colineales A =
(1,2,3), B= (3,1,5), C = (7,—1,9)?

AB = (2,-1,2),
AC = (6,—3,6) = 3 AB.

Si: C — A+3AB.

2,4,5) no son

Ejemplo. (1,2,3) y (
o4

3
. .2 _ 4
colineales: 7 = 5
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VECTORES COPLANARES E INDEPENDENCIA LINEAL 4.17

Definicién. i, ¥, @ son coplanares si tienen
representantes con origen comun contenidos
en un mismo plano. Son linealmente
independientes si

Teorema 15

Tres vectores son coplanares si y solo si son
linealmente dependientes (uno es combinacion y

lineal de los otros). \ 3
7 u+vo
Prueba. Si i, 7 no son colineales y @ estd en su *
plano, por 4.11 @ = aii + BU. Reciprocamente, il, U, il + U: coplanares. il, ¥, @: no coplanares.

siw = wii + BU, @ es la diagonal de un
paralelogramo de lados en el plano de # y 7. (Si
il, 7 son colineales, los tres caben en un plano.)
|
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BASE DE VECTORES EN EL ESPACIO

4.18

Teorema 16 (base del espacio)

Si i, ¥, W no son coplanares, todo vector X del
espacio se escribe de manera tinica como ¥ =
il + BT+ Y.

Prueba. Existencia. Sea ¥ = (j% La recta por X
paralela a @ corta al plano de u 7 (no es paralela
a él) en un punto Y. Entonces OX = OY + YX
conY—}>( = @y, por 4.11, OY wii + Bo.
Unicidad. Si hubiera dos escrituras, restando se
obtendria una combinacién nula con coeficientes
no todos cero: los vectores serian dependientes, es
decir, coplanares. [ |
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w

I
= e
Y

Ejemplo. (2,3,4) en la base
(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1): v = 4,
B=-1,a=—-1
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PROYECCION ORTOGONAL EN EL ESPACIO E INDEPENDENCIA LINEAL 420

Teorema 17

Vectores no nulos y ortogonales dos a dos son
linealmente independientes.

Ejemplo (ortogonalizar). 7 =

Prueba. Si ail + 7 + 4@ = 0, multiplicamos por L0, 2= (20,15

w roy, il = 2(1,1,0) = (1,1,0),
al|@|? + BT+ @ - i = af|i]|2 =0, proygii = 3(1,1,0) = (1,1,0)
luego « = 0. Igual con ¥y @: p = = 0. | il — proygii = (1,-1,1),
y en efecto (1,—1,1)-(1,1,0) =0. v’
Observacién. La proyeccion proy; il = %v

vale igual en el espacio. Restando proyecciones
se obtienen vectores ortogonales: i — proy; i L 7.
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BASE ORTONORMAL Y BASE CANONICA

4.21 - 4.22

Teorema 18

Si {¢],¢,,é3} es una base ortonormal (unitarios
y ortogonales dos a dos), entonces para todo ¥:

X = (f 51)51 aF (55?2)52 ar (J? 53)53.

Prueba. Son independientes (4.20), luego base
(4.18): ¥ = )} a;¢;. Multiplicando por ¢;: ¥ -¢; =
0. |

Definicion (base canénica). 7 = (1,0,0), 7 =
(0,1,0), k= (0,0,1). Todo vector es (x1,xp,x3) =

—

X917+ xp] + x3k.
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La base candnica es ortonormal y orientada

segtn la regla de la mano derecha.
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DIRECCION DE UN VECTOR: ANGULOS Y COSENOS DIRECTORES 4.23

Definicién. Los angulos directores «, B, v de
ii # 0 son los dngulos que forma con 7, 7, k.

Teorema 19

Uy U us
cosH = —=, COSP = =, COSY = 7=
1] llall izl

cos? & 4 cos? B + cos® ¢ = 1.

_ _#T _ w <
Prueba. cosa = W”ll?\\z —2 Y andlogamente.
Sumando cuadrados: % =1 ]
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Ejemplo. i = (2,3,6), |||l =7

_2 _3 _ 6
cosxg =745, cosfp=13, cosy=g,

x~734°, B~ 64,6° v~ 310°.
Verificacion: % =1.v

Observacion. (cosa,cos B, cosy) =

u .

W: los cosenos directores son las
il

componentes del vector unitario.
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PRODUCTO VECTORIAL

Definicion y propiedades, cilculo en la base candnica,
dreas, distancias, producto mixto y triple producto
vectorial (incluye 4.19).



DEFINICION DEL PRODUCTO VECTORIAL 419 - 4.24

Definicion. Si i#, ¥ no son colineales, i X ¥ es el
vector:

1. perpendicular a il y a 7;
2. de norma ||if x @|| = ||if|| ||7]| sen 6;

3. con sentido dado por la regla de la mano

derecha: los dedos giran de i hacia 7 y el 7\" g
pulgar sefiala i x @. 0
Si son colineales (o alguno es nulo), # x 7 = 0. u N
A diferencia de i - 7, el resultado es un vector, y solo v
existe en el espacio. La norma es el drea del paralelogramo de lados
iiyad.
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PROPIEDADES DEL PRODUCTO VECTORIAL

y
1. il = —(if X 0) (anticonmutativa)
X

7=0 < colineales

2
3.
4

Prueba. (1): al intercambiar il y ¥ el giro se
invierte, y la mano derecha apunta al lado
opuesto; la norma es la misma. (2): sen0° =
0. (3): para A > 0 cambia solo la norma;
para A < 0 también el sentido. (4) se admite
(su prueba geométrica usa proyecciones y

rotaciones). [ |
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En el sentido de la flecha el signo es +;
en sentido contrario, —.
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EL PRODUCTO VECTORIAL EN LA BASE CANONICA 4.25 «seudodeterminante»

Teorema 22

= (upv3 — Uzvy, U3V1 — U1V3, U D — UpT1).

Prueba. Escribimos if = u7+ upj+ M3E, igual 7, y
desarrollamos con la distributividad y (3):

UXT= Zuﬂ)]‘ (é; X é})
ij
Los términos con i = j se anulan y los demas
dan, por la tabla de la base candnica, (103 —

uzv)7T+ (u3vy — uq03)7+ (U102 — uzvl)E. [ |
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Ejemplo. # = (1,2,-1),7 =
(3,0,2):

fix%=(22—(=1)-0, (—1)-3—1-2,
1.0—-2-3) = (4,-5,—6).
Verificacion: i - (4, —5,—6) = 4 —

10+6 =0y3-(4-5-6) =
1240-12=0. v
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PROPIEDADES GEOMETRICAS: AREAS

4.26

Teorema 23 (identidad de Lagrange)

S 212 221A2 _ (. )2
& x 31" = [a]|*|7]|* — (& - ).

Prueba. ||| ||U||2 (@-9)* = ||@|9)1*(1 -
cos? 0) = ||if||?||5]|* sen? 6.

Corolario (areas)

Area del paralelogramo de lados zﬁ, R:
4B x AC|.
Area del triangulo ABC: 3 ||1@ X A—C>||

(Base ||if|| y altura ||7|| sen6.)

GEOMETRIA BAsica - INsTITUTO DE MATEMATICAS - UNIVERSIDAD DE ANTIOQUIA

Ejemplo. A = (1,0,0), B = (0,2,0),
C = (0,0,3).

AB=(-1,2,0), AC=(-1,0,3),
ﬁxﬂf:(@s,z),

1(6,3,2)] = 7.

Area = % Ademas (6,3,2) es
normal al plano 6x 4 3y +2z = 6

que pasa por los tres puntos (3.28).
v
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DISTANCIAS CON EL PRODUCTO VECTORIAL 4.26

Teorema 24 (punto-recta)

Teorema 25 (rectas alabeadas)

La distancia de P a la recta A + til es

Prueba. ||ﬁ x ii|| es el area del

paralelogramo de lados AD y ii; dividida
por la base ||if|| da la altura, que esd. W

Ejemplo. P = (1,2, 3) recta £(1,1,1): AP x
- (_1/2/ _1)/ \/E
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SiLi:A+tiiy Ly : C+ s son alabeadas,

Prueba. 7i = if X U es perpendicular a
ambas rectas; la perpendicular comin
(2.7.3) tiene su direccién, y la distancia es

la componente de R sobre 7i (4.15). W

Ejemplo. Ly : (1,0,0) +£(1,1,0), L, :
(0,0,2) +s(1,-1,1): 7 = (1,-1,-2),
—(— =14 _ 5

AC = (-1,0,2), d = =2
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PRODUCTO MIXTO (TRIPLE PRODUCTO ESCALAR) 4.26

El producto mixto [if, 7, @] = il - (F X @) cumple

uyp Uz Uz
ﬁ(ﬁXZT))Z U1 Uy U3,
wyp w2 w3

y su valor absoluto es el volumen del
paralelepipedo de aristas i, 7, @.

Prueba. El determinante es el desarrollo de

uq (vows — v3wy) + up (- -+ ) + uz(-- - ). Volumen
= base x altura (2.7.13): la base mide |7 x @ y
la altura es la componente de i sobre la normal

_ i (5xa)] o e (G @
h= o] Producto: |ii - (T x @)]. |

T X W:
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PRODUCTO MIXTO: PROPIEDADES Y EJEMPLOS 4.26

El producto mixto no cambia por
permutacioén ciclica y cambia de signo
al intercambiar dos vectores:

—

@, 1,9 = —|[3,, @).

[it, 7, @] = [0,®,i] =

—~

En particular i - (7 x @) = (il X ) - @.

Prueba. Propiedades del determinante:
intercambiar dos filas cambia el signo;
una permutacién ciclica son dos
intercambios. |
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Ejemplo (volumen). # = (2,0,0), 7 =
(1,3,0), @ = (1,1,4):

2 00
1 3 0[/=2-12=24.
1 1 4

Volumen del paralelepipedo: 24; del
tetraedro con esas aristas: % =4

Ejemplo (coplanares). (1,2,3), (2,1,0),
(3,3,3): 1(3—0) —2(6 — 0) +3(6 — 3) = 0
coplanares (el tercero es la suma de los
otros dos).
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TRIPLE PRODUCTO VECTORIAL

4.27

Teorema 28 (expansion)

il x (5 x @) = (i - @) 5 — (il - 5) .

Prueba. Comparamos la primera componente;
las otras son andlogas. Con 7 X @ = (vyws —
V3Wa, V3Wy — VW3, V1Wy — VoW ):

(it X (T x D)1 = uz(v1wz — vows) — uz(vswy — v1w3)

= vy (Upws + usws) — wq (uz0z + Uzv3)

sumando y restando uyviwy: = vq (il - W) — wq (il
7). [ |
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Caracterizacién. i x (7 X @)
es combinacién lineal de 7 y @:
estd en el plano de 7 vy W (es
perpendicular a 7 X @, que es
normal a ese plano).

No es asociativo. 7x (Tx7) =
Tx k= -7 pero (Tx7) x7=0.
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PLANOS Y
APLICACIONES

Ecuacion vectorial del plano y sus propiedades; trabajo y
torque.



ECcUACION VECTORIAL DEL PLANO

4.28

El plano que pasa por Py y contiene las
direcciones no colineales i y ¥ es

X=DPy+sii+td, s,t €R,

y su normal es # = if x ¥, de modo que

ii-(X—Py) =0.

Prueba. X estd en el plano <= Iﬁ( es
coplanar con i y 7 <= (4.17, 4.11) Po—}% =
sii + tv. Equivalentemente (4.26), lﬁ(ﬁ (i x 7) =
0, que es la ecuacién cartesiana de 3.28 con
(a,b,c) =i x 0. [ ]
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PLANO POR TRES PUNTOS CON EL PRODUCTO VECTORIAL

4.28

Corolario

El plano por los puntos no colineales A, B,

C tiene normal 7i = AB x R y ecuacién
- (X—A)=0.

Propiedades.

® Dos planos son paralelos si sus
normales son colineales y
perpendiculares si 7y - 7ip = 0.

B Fl angulo entre dos planos es el
angulo entre sus normales.

® Una recta de director d es paralela al
plano si d - ii = 0.
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Ejemplo. A = (1,1,1), B = (2,3,1),
C =(1,2,4) (el ejemplo de 3.28).

AB=(1, AC =

2,0), (0,1,3),
ii = AB x AC = (6,~3,1).
6(x—1)-3y—-1)+(z—1)=0

6x —3y+z—4=0,

igual que antes, pero sin resolver un
sistema.

Ejemplo (dngulo entre planos). x+y =
1,1,0)-(0,1,1
lyy+z=2 cosﬂz% %,

6 = 60°.
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APLICACION A LA FISICA: TRABAJO 429

Definicién. Una fuerza constante F que acttia F
sobre un cuerpo mientras este se desplaza segtn /
d realiza un trabajo e i
W = F.d = ||E|||d]| cos . || cos 6
B Solo la componente de F en la direccién del d
zn;)gl)imiento, || F|| cos 8, hace trabajo (proyeccién, Fjemplo. F = (3,4,0) Ny d =
S (50,0) m: W=15].
B Si F 1 d, el trabajo es nulo. Con F = (0,4,0) N: W=0.

® Unidades: newton X metro = julio (J).
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APLICACION A LA FiSICA: TORQUE

4.29

Definicién. Si una fuerza F se aplica en un

punto Py 7 = OD es el vector desde el eje de
giro O, el torque (momento) es

T=7xF 7] = |7lIF] sen6.

B T sefala el eje de rotacién (regla de la mano
derecha).

B El torque es maximo si F | 7y nulosi F || 7: por
eso se empuja una puerta lejos de las bisagras y
perpendicularmente.
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N

Oe

7

Ejemplo. Llave de 03 m: 7 =
(0,3,0,0) m, F =(0,20,0) N.

T=7xF=(0,0,6) N-m.
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RESUMEN DEL CAPITULO

Herramienta Férmula Para qué sirve

Norma ||| = \/ud +ud+1u3 longitudes y distancias

Producto interno il - ¥ =Y u;v; = ||il]|[|7] cos®  angulos, perpendicularidad, trabajo
Proyeccién proy il = H”a‘""z (9 componentes, distancias

Producto vectorial
Producto mixto
Triple vectorial

Recta y plano

il X U (seudodeterminante)
il - (U x @) = det
(i -0)7 — (il - D)@

-

Py + til, Py+ sii + 0

normales, dreas, torque
voltiimenes, coplanaridad
simplificar productos

ecuaciones vectoriales
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